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❝❧❡❛ ❡①✐♠❛❣❡✇✐❤❝❧❡❛♥❜❛❝❦❣♦✉♥❞✱❡❛②♦❡❝♦❣♥✐③❡✱❝❛♥❜❡♦❜❛✐♥❡❞✳ ▼♦
❞❡✐❣♥❡❞♣❡♣♦❝❡✐♥❣♠❡❤♦❞ ❝❛♥❜❡❝❧❛✐✜❡❞✐♥♦ ❤❡❡♠❛✐♥❝❛❡❣♦✐❡✿ ❡①
✐♠❛❣❡❜✐♥❛✐③❛✐♦♥✱✉♣❡✲❡♦❧✉✐♦♥❛♥❞♠✉❧✐✲❢❛♠❡✐♥❡❣❛✐♦♥✳
✷✳✷✳✶ ❚❡① ✐♠❛❣❡❜✐♥❛✐③❛✐♦♥
❆❧❛❣❡♥✉♠❜❡♦❢♠❡❤♦❞✱❢♦❝✉✐♥❣♦♥♣❡♣♦❝❡✐♥❣✱♣♦♣♦❡❤❡❜✐♥❛✐③❛✐♦♥❛❛
♥❡❝❡ ❛② ❡♣✉❡❢✉❧❢♦❣♦♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳❚❤❡❛✐♠♦❢ ❤❡❡♠❡❤♦❞✐
✷✳✷✳ ❚❊❳❚■▼❆●❊ ❘❊ ❘❖❈❊❙❙■◆● ✾
♦❛♥❛❧②③❡❤❡❡①✐♠❛❣❡❛♥❞❧❛❜❡❧✐ ♣✐①❡❧ ♦❡①❛♥❞♥♦♥✲❡① ❡❣✐♦♥✳❆❜✐♥❛②
✐♠❛❣❡✇❤❡❡❤❡❢♦❡❣♦✉♥❞✖♥❛♠❡❧②❤❡❡①♦ ❤❡❝❤❛❛❝❡✖❛♥❞ ❤❡❜❛❝❦❣♦✉♥❞
❛❡❞✐✐♥❣✉✐❤❡❞✐ ❤❡♥♦❜❛✐♥❡❞✳
❚❤✐ ♣❡♣♦❝❡✐♥❣✐♣❛✐❝✉❧❛❧②❝❤❛❧❡♥❣✐♥❣✐♥❤❡❝❛❡♦❢❝♦❧♦ ❡①✐♠❛❣❡
❛♥❞✈✐❞❡♦❡① ❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡❝♦♠♣❧❡①❜❛❝❦❣♦✉♥❞❛♥❞✈❛✐♦✉❛✐❢❛❝✳❉✐✛❡❡♥
✇♦❦ ❤✉♣❡❡♥ ❡✈❡❛❧❡❝❤♥✐✉❡♦❢❜✐♥❛✐③❛✐♦♥✱❤❛❝❛♥❜❡❝❧❛✐✜❡❞✐♥♦✇♦
♠❛❥♦ ❝❛❡❣♦✐❡✿ ❛✐✐❝❛❧❤❡❤♦❧❞✐♥❣✲❜❛❡❞♠❡❤♦❞❛♥❞♠❛❝❤✐♥❡❧❡❛♥✐♥❣✲❜❛❡❞
♠❡❤♦❞✳
❙❛✐✐❝❛❧❤❡❤♦❧❞✐♥❣✲❜❛❡❞ ♠❡❤♦❞
✐♦❜✐♥❛✐③❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡ ❡❧✐❡❞♦♥❛❣❧♦❜❛❧❤❡❤♦❧❞✐♥❣♠❡❤♦❞✇❤❡❡♦♥❧②♦♥❡
❤❡❤♦❧❞✐ ❝♦♠♣✉❡❞❢♦ ❤❡✇❤♦❧❡ ❡①✐♠❛❣❡✳■♥❬❖ ✼✺❪✱❖✉❡❛❧✳❛✉♠❡❞
❤❛ ❛♥✐♠❛❣❡❝♦♥❛✐♥ ✇♦❝❧❛ ❡♦❢♣✐①❡❧✱♥❛♠❡❧②❤❡ ❡①❛♥❞❤❡❜❛❝❦❣♦✉♥❞✳
❇②❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤❡❣❛②✲❧❡✈❡❧❤✐♦❣❛♠✱ ❤❡②♣♦♣♦❡❞❛♠❡❤♦❞✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝ ❤❡
❣❧♦❜❛❧❤❡❤♦❧❞❤❛♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡❡♣❛❛❜✐❧✐②❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇♦❝❧❛ ❡✳❙❛♦❡❛❧✳
❬❙❑❍❙✾✽❪❛❧♦♣❡❡♥❡❞❛❣❧♦❜❛❧❤❡❤♦❧❞✐♥❣❜✐♥❛✐③❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡✳❚❤❡✐✐❞❡❛✐♦
✉❡❢♦✉❞✐❡❝✐♦♥❛❧✜❧❡ ♦❡①❛❝❝❤❛❛❝❡❢❡❛✉❡✱❤❡♥❛♣♣❧②❛✜①❡❞❤❡❤♦❧❞
♦❤❡♦✉♣✉ ♦❢❤❡✜❧❡✳ ❚❤❡❡❛♣♣♦❛❝❤❡♦❜❛✐♥❣♦♦❞❡✉❧ ♦♥✐♠❛❣❡✇✐❤
❤✐❣❤❝♦♥❛ ❛♥❞❝❧❡❛♥❜❛❝❦❣♦✉♥❞✱✇❤✐❝❤✐ ❛❡❧②❤❡❝❛❡♦❢♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❡①
✐♠❛❣❡❛♥❞✈✐❞❡♦❡①✳
■♥✶✾✽✺✱◆✐❜❧❛❝❦❡❛❧✳ ❬◆✐❜✽✺❪♣♦♣♦❡❞♦✐♠♣♦✈❡❜✐♥❛✐③❛✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡
❜②❝♦♠♣✉✐♥❣❛❞❛♣✐✈❡❤❡❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ❛❦❡✐♥♦❛❝❝♦✉♥❜♦❤ ❤❡❣❛②✲❧❡✈❡❧❤✐✲
♦❣❛♠❛♥❞♥❡✐❣❤❜♦❤♦♦❞✐♥❢♦♠❛✐♦♥✳❚❤❡❞❡✐❣♥❡❞❛❧❣♦✐❤♠❞❡❡♠✐♥❡ ❢♦❡❛❝❤
♣✐①❡❧❛ ❤❡❤♦❧❞T❝❛❧❝✉❧❛❡❞♦♥❤❡❜❛✐♦❢❤❡✐♥❡♥✐② ❛✐✐❝✇✐❤✐♥❛❧♦❝❛❧
♥❡✐❣❤❜♦❤♦♦❞✐♥❛✇✐♥❞♦✇♦❢✜①❡❞✐③❡✿
T=µ+kσ ✭✷✳✶✮
✇❤❡❡µ❛♥❞σ❛❡❤❡ ❛♥❞❛❞❞❡✈✐❛✐♦♥❛♥❞❤❡♠❡❛♥♦❢❤❡❣❛②✈❛❧✉❡✇✐❤✐♥❤❡
✇✐♥❞♦✇✱❛♥❞k✐❛✜①❡❞♣❛❛♠❡❡ ❡ ♦−0.2✳
❍♦✇❡✈❡✱❤✐❜✐♥❛✐③❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡❝❛♥✐♥♦❞✉❝❡♦♠❡♥♦✐❡✇❤❡♥❝♦♥✐❞❡✐♥❣
✇✐♥❞♦✇ ✐♥❡❣✐♦♥♦❢❜❛❝❦❣♦✉♥❞✇✐❤♥♦❡①✳■♥♦❞❡ ♦♦✈❡❝♦♠❡❤✐❞❛✇❜❛❝❦✱
❙❛✉✈♦❧❛❡❛❧✳ ❬❙❙❍✾✼❪❞❡✜♥❡❞❛♥❡✇❢♦♠✉❧❛ ♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡❧♦❝❛❧ ❤❡❤♦❧❞
❛✉♠✐♥❣ ❤❛ ♣✐①❡❧ ♦❢❡①❛❡✉✉❛❧②♥❡❛ ♦0❛♥❞❤♦❡♦❢❤❡❜❛❝❦❣♦✉♥❞❛❡
❝❧♦❡♦255✿
T=µ(1−k(1−σR)) ✭✷✳✷✮
✇❤❡❡R✐ ❤❡❞②♥❛♠✐❝♦❢❤❡ ❛♥❞❛❞❞❡✈✐❛✐♦♥✳
❋✐❣✳✷✳✸♣♦✈✐❞❡ ♦♠❡❡✉❧ ♦❢❤❡❤♦❧❞✐♥❣❜✐♥❛✐③❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦
✏❝❡♥❡✑❡①✐♠❛❣❡✳
❈❤❡♥❡❛❧✳❬❈❨✵✹❪❛❧♦✐♠♣♦✈❡❞◆✐❜❧❛❝❦❡❛❧✳✬❛❧❣♦✐❤♠❜②❝♦♥✐❞❡✐♥❣❛❧♦❝❛❧
♥❡✐❣❤❜♦❤♦♦❞✐♥❛✇✐♥❞♦✇♦❢❛❞❛♣✐✈❡✐③❡✳ ❲✐♥❞♦✇✐③❡❛❡❤✉ ❡❧❡❝❡❞♦❧❡❛❞♦
✶✵ ❈❍❆ ❚❊❘✷✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
❋✐❣✉❡✷✳✸✿❈♦♠♣❛✐♦♥♦❢♦♠❡❤❡❤♦❧❞✐♥❣✲❜❛❡❞❜✐♥❛✐③❛✐♦♥✿✭❆✮♦✐❣✐♥❛❧❡①
✐♠❛❣❡✱✭❇✮✱✭❈✮❛♥❞✭❉✮❛❡❡♣❡❝✐✈❡❧②❡✉❧ ♦❢♠❡❤♦❞ ♣❡❡♥❡❞✐♥❬❖ ✼✺❪✱
❬❙❙❍✾✼❪❛♥❞❬◆✐❜✽✺❪✭✜❣✉❡♣♦✈✐❞❡❞❜②❬▼❆❏✶✶❪✮✳
♠♦♦❤❛❡❛✇✐❤❧♦✇ ❛♥❞❛❞❞❡✈✐❛✐♦♥✭✉♥❞❡❛✜①❡❞❤❡❤♦❧❞✮✳
Tr=µr+kσr ✭✷✳✸✮
✇❤❡❡ ✐ ❤❡❛❞❛♣✐✈❡✐③❡♦❢✇✐♥❞♦✇✳
❖❤❡❛✉❤♦ ✭❲♦❧❢❡❛❧✳❬❲❏✵✹❪✮✇❡❡❛❧♦✐♥❡❡❡❞✐♥◆✐❜❧❛❝❦❡❛❧✳✬❛❧❣♦✲
✐❤♠❛♥❞♣♦♣♦❡❞♦❢♦♠✉❧❛❡❤❡❞❡❝✐✐♦♥♦❢❜✐♥❛✐③❛✐♦♥✐♥❡♠ ♦❢❧♦❝❛❧❝♦♥❛
✐♥❡❛❞♦❢❣❛②✈❛❧✉❡✳❆♥❡✇❢♦♠✉❧❛♦❢ ❤❡❤♦❧❞✐ ❤✉❞❡✜♥❡❞✿
T=(1−a)µ+aM+aσR(µ−M) ✭✷✳✹✮
✇❤❡❡a✐❛♣❛❛♠❡❡ ❤❛❝♦♥♦❧ ❤❡✐♥❝❡ ✐✉❞❡❡❧❛❡❞♦µ❛♥❞▼✐ ❤❡♠✐♥✐♠✉♠
❣❛②✈❛❧✉❡♦❢❤❡✇❤♦❧❡❡①✐♠❛❣❡✳
❘❡❝❡♥❧②✱❛♥♦❤❡ ❜✐♥❛✐③❛✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤✇❛ ♣♦♣♦❡❞♦ ♣❡❝✐✜❝❛❧②❞❡❛❧✇✐❤
✐♠❛❣❡✇✐❤❝♦♠♣❧❡①❜❛❝❦❣♦✉♥❞❛♥❞❧♦✇❝♦♥❛ ❬❩▲❚✶✵❪✳ ❯✐♥❣❛❈❛♥♥②❡❞❣❡
❞❡❡❝♦✱❡①❜♦✉♥❞❛✐❡❛❡✜ ❡❧❡❝❡❞✳❚❤❡♥✱❤❡✐♥♥❡ ✐❞❡♦❢❝♦♥♦✉ ✐❞❡❡✲
♠✐♥❡❞ ❡❧②✐♥❣♦♥❛❧♦❝❛❧❤❡❤♦❧❞♠❡❤♦❞✳❋✐♥❛❧②✱❝♦♥♦✉ ❛❡✜❧❡❞✉♣♦❢♦♠ ❡①
❡❣✐♦♥✳❚❤✐❛♣♣♦❛❝❤❡♥❛❜❧❡ ♦❡♥❤❛♥❝❡❡①✐♠❛❣❡✉❛❧✐②❛♥❞✐♥❝❡❛❡❡❝♦❣♥✐✲
✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳❍♦✇❡✈❡✱✐♥❤❡❝❛❡♦❢♠❛❧❝❤❛❛❝❡✱❤❡❞❡❡❝✐♦♥♦❢❝❤❛❛❝❡
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❚❤❡❑✲♠❡❛♥ ❝❧✉❡✐♥❣❡❝❤♥✐✉❡✇❛❛❧♦❝❤♦❡♥❜②❙♦♥❣❡❛❧✳❬❙▲ +✵✽❪✳❚❤❡❡
❛✉❤♦ ❛♣♣❧②❤❡❑✲♠❡❛♥❛❧❣♦✐❤♠♦❤❡❘●❇✈❛❧✉❡♦❢♣✐①❡❧✐♥♦❞❡ ♦❡❣♠❡♥
❤❡ ❡①✐♠❛❣❡✐♥♦K ❝❧✉❡ ✭K ❝❛♥❜❡2✱3♦ 4✮✳ ❖❜❛✐♥❡❞❝❧✉❡ ❛❡❤❡♥
❛♥❛❧②③❡❞❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡✐❝❡♥❡❀❝❧✉❡ ✇✐❤❤❡❤✐❣❤❡ ❝❡♥❡ ❛❡❝♦♥✐❞❡❡❞
❛ ❡①✇❤✐❧❡ ❤❡♦❤❡ ❛❡❝♦♥✐❞❡❡❞❛❜❛❝❦❣♦✉♥❞✳❊①♣❡✐♠❡♥ ❤♦✇❡❞❤❛❜❡
♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ❛❡♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤K❡✉❛❧♦✸✳
❘❡❝❡♥❧②✱ ❲❛❦❛❤❛❛❡❛❧✳❬❲❑✶✶❪❛❧♦✉❡❞❤❡❑✲♠❡❛♥ ❝❧✉❡✐♥❣♦❜✐♥❛✐③❡
❝♦❧♦✏❝❡♥❡✑❡①✐♠❛❣❡✇✐❤❝♦♠♣❧❡①❜❛❝❦❣♦✉♥❞✳❚❤❡✜ ❡♣♦❢❤❡✐❛♣♣♦❛❝❤
✐ ♦❡❣♠❡♥ ❤❡❡①✐♠❛❣❡✐♥♦K❝❧✉❡ ✉✐♥❣❤❡❑✲♠❡❛♥❛❧❣♦✐❤♠✳❆❡♦❢
2K−1❡♥❛✐✈❡❧②❜✐♥❛✐③❡❞✐♠❛❣❡❛❡❤❡♥❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡❞✐❝❤♦♦♠✐③❛✐♦♥♦❢❤❡
K ♦❜❛✐♥❡❞❝❧✉❡✳ ❊✈❡②❜✐♥❛✐③❡❞✐♠❛❣❡✐ ❡❣♠❡♥❡❞✐♥♦❛❡✉❡♥❝❡♦❢ ✐♥❣❧❡
❝❤❛❛❝❡✲❧✐❦❡✐♠❛❣❡ ❡❧②✐♥❣♦♥❛♥❛♣❡❝ ❝❤❛❛❝❡ ❛✐♦✳ ❯✐♥❣❙✉♣♣♦ ❱❡❝♦
▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮✱❢♦❡❛❝❤❜✐♥❛✐③❡❞❡①✐♠❛❣❡✱❤❡✏❝❤❛❛❝❡✲❧✐❦❡❧✐♥❡✑♦❢❡❛❝❤
✐♥❣❧❡❝❤❛❛❝❡✲❧✐❦❡✐♠❛❣❡✐❡✈❛❧✉❛❡❞✳❋✐♥❛❧②✱❤❡❡①✐♠❛❣❡✇✐❤❤❡♠❛①✐♠✉♠
❛✈❡❛❣❡♦❢✏❝❤❛❛❝❡✲❧✐❦❡❧✐♥❡✑✐ ❡❧❡❝❡❞✳
❍♦✇❡✈❡✱❤❡♠❛✐♥❞❛✇❜❛❝❦♦❢❤❡❑✲♠❡❛♥ ❛❧❣♦✐❤♠✐ ✐ ✐♥❛❜✐❧✐②♦♠♦❞❡❧
❧♦❝❛❧✐♥❢♦♠❛✐♦♥✇❤❡♥❡❣♠❡♥✐♥❣❤❡✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡❞❡❝✐✐♦♥♦❢❜✐♥❛✐③❛✐♦♥♦❢❡❛❝❤
♣✐①❡❧✐♠❛❞❡♦♥❧②❜❛❡❞♦♥✐ ✐♥❡♥✐②✈❛❧✉❡✇✐❤♦✉❛♥②❝♦♥✐❞❡❛✐♦♥♦❢✐ ♥❡✐❣❤✲
❜♦❤♦♦❞✱✇❤✐❝❤♠❛❦❡❜✐♥❛✐③❛✐♦♥♣❛✐❝✉❧❛❧②❡♥✐✐✈❡♦♥♦✐❡❛♥❞❝♦♠♣❧❡①❜❛❝❦✲
❣♦✉♥❞✳❚♦♦✈❡❝♦♠❡❤✐♣♦❜❧❡♠✱♦♠❡❛✉❤♦ ❤❛✈❡♣♦♣♦❡❞♦❡❧②♦♥❤❡▼❛❦♦✈
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✐♥♣✉❛❝♦❧♦ ❡①✐♠❛❣❡❛♥❞♦❡✉♥❛❜✐♥❛②✐♠❛❣❡✇❤❡❡❡①♣✐①❡❧ ❛❡❡ ♦
0❛♥❞❜❛❝❦❣♦✉♥❞♦♥❡❛❡❡ ♦255✳❚❤❡❛❝❤✐❡❝✉❡♦❢❤❡♥❡✇♦❦❝♦♥✐ ♦❢✹
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♦✉♣✉ ✇✐❤♦✉ ❤❡❚❡❛❣❡✲✜❧❡❡❞✐♠❛❣❡✱✭❉✮❛♥❞✭❊✮❤❡ ✉♣❡ ❡♦❧✉✐♦♥❡✉❧
❡♣❡❝✐✈❡❧②❜❡❢♦❡❛♥❞❛❢❡❛♣♣❧②✐♥❣❤❡❞❡♥♦✐✐♥❣ ❡♣✳
❡❡ ❛♥❞❡❧♦❝❛❡❡① ✐♥❛❡❣✉❧❛❣✐❞✉✐♥❣❤❡✐❡❛✐✈❡ ❖❈❙❝♦♠❜✐♥❡❞✇✐❤
❛❜✐❤❛♠♦♥✐❝ ♣❧✐♥❡✐♥❡♣♦❧❛✐♦♥✳ ❖❜❛✐♥❡❞❡①✐♠❛❣❡❛♥❞♦✐❣✐♥❛❧♦♥❡❛❡❤❡♥
✜❧❡❡❞✇✐❤❤❡✷❉❚❡❛❣❡✜❧❡❛♥❞❢✉❡❞♦♦❜❛✐♥❤❡✜♥❛❧✉♣❡✲❡♦❧✉✐♦♥✐♠❛❣❡✳
❇❛♥❡❥❡❡❡❛❧✳❬❇❏✵✽❪✇❡❡✐♥❡❡❡❞✐♥♣❡❢♦♠✐♥❣❛ ✉♣❡✲❡♦❧✉✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠
❛❜❧❡ ♦❝❡❛❡❛♥✐♠❛❣❡✇✐❤ ♠♦♦❤ ❡❣✐♦♥✭✐♥✐❞❡❛♥❞♦✉✐❞❡❤❡ ❡① ❡❣✐♦♥✮
❛♥❞❤❛♣❞✐❝♦♥✐♥✉✐✐❡❛❝♦ ❡❞❣❡✳ ❚♦❤❛ ❡♥❞✱❤❡②✜ ❡✈❛❧✉❛❡❞❤❡❡❞❣❡
❞✐❡❝❡❞❛♥❣❡♥✜❡❧❞♦❢❡①✐♠❛❣❡✱❛♥❞✐♥❝♦♣♦❛❡❞❤✐❡❞❣❡✐♥❢♦♠❛✐♦♥✐♥♦❤❡
❢♦♠✉❧❛✐♦♥♦❢❤❡❡♥❡❣②❢✉♥❝✐♦♥✐♥❛▼❘❋♠♦❞❡❧✳❚❤❡✉♣❡✲❡♦❧✉✐♦♥❡①✐♠❛❣❡
✐✜♥❛❧②♦❜❛✐♥❡❞❜②❡❞✉❝✐♥❣❤❡❡♥❡❣②❢✉♥❝✐♦♥✳
✷✳✷✳✸ ▼✉❧✐✲❢❛♠❡✐♥❡❣❛✐♦♥
▼✉❧✐✲❢❛♠❡✐♥❡❣❛✐♦♥✐❛♣❡♣♦❝❡✐♥❣ ❡♣❛♣♣❧✐❡❞♦♥❧②✐♥❤❡❝❛❡♦❢✈✐❞❡♦❡①
❞❛❛✳❚❤❡❦❡②✐❞❡❛♦❢ ❤✐ ❛❦✐ ♦❛❦❡❛❞✈❛♥❛❣❡♦❢❤❡❡♠♣♦❛❧❡❞✉♥❞❛♥❝②♦❢
❛❡①❛♣♣❡❛✐♥❣❢♦ ♦♠❡✐♠❡✐♥♠❛♥②❢❛♠❡✐♥♦❞❡ ♦❣❡❛❝❧❡❛ ❡①✐♠❛❣❡
✇✐❤❝❧❡❛♥❜❛❝❦❣♦✉♥❞❛♥❞❤✐❣❤❝♦♥❛✳❆♠♦♥❣❤❡♣♦♣♦❡❞♠❡❤♦❞✱✇♦♠❛❥♦
❛♣♣♦❛❝❤❡❝❛♥❜❡❞✐✐♥❣✉✐❤❡❞✿ ❤♦❡❜❛❡❞♦♥❤❡❛✈❡❛❣✐♥❣❡❝❤♥✐✉❡❛♥❞❤♦❡
❜❛❡❞♦♥❤❡♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠✐♥❡❣❛✐♦♥✳
■♥❤❡✜ ❝❛❡❣♦②✱❤❡❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥♦❢❡①✐♠❛❣❡❛♥❞❝❧❡❛♥♥❡ ♦❢❤❡❜❛❝❦✲
❣♦✉♥❞✐❛❝❤✐❡✈❡❞❜②❛✈❡❛❣✐♥❣✈❛❧✉❡♦❢♣✐①❡❧♦✈❡♠✉❧✐♣❧❡❢❛♠❡✇❤❡❡❤❡❡①
❛♣♣❡❛✳■♥❬▲❉✾✾❪✱❛❢❡❞❡❡❝✐♥❣❡① ❡♠❜❡❞❞❡❞✐♥✈✐❞❡♦✱❤❡♠❡❛♥♦❢❤❡✇❤♦❧❡
❡✉❡♥❝❡♦❢❡①✐♠❛❣❡✐❝♦♠♣✉❡❞✱♦♦❜❛✐♥❛♥✐♠❛❣❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣❡♥❤❛♥❝❡❞❡① ❡✲
❣✐♦♥♦♥❛❝❧❡❛♥❜❛❝❦❣♦✉♥❞✇❤❡❡♥♦✐❡❛♥❞❛✐❢❛❝❛❡❡❞✉❝❡❞✳❍✉❛❡❛❧✳❬❍❨❩✵✷❪
✇❡❡❛❧♦✐♥❡❡❡❞✐♥♦❧✈✐♥❣❤❡♣♦❜❧❡♠❡❧❛❡❞♦❝♦♠♣❧❡①❜❛❝❦❣♦✉♥❞❜②✉✐✲
❧✐③✐♥❣❤❡♠✉❧✐✲❢❛♠❡✐♥❡❣❛✐♦♥✳❚❤❡②♣♦♣♦❡❞♦✐♠♣♦✈❡▲✐❡❛❧✳✬♠❡❤♦❞❜②
❡♠♦✈✐♥❣❢❛♠❡✇❤❡❡❡①✐♥♦ ❝❧❡❛✳ ❆✉♠✐♥❣ ❤❛ ❡① ❡♠❜❡❞❞❡❞✐♥✈✐❞❡♦
❝❛♥❜❡❝❧❡❛✐♥♦♠❡❢❛♠❡❛♥❞❧❡ ❝❧❡❛✐♥♦❤❡ ♦♥❡✭❜❡❝❛✉❡♦❢❛❧♦✇❝♦♥❛
♦❛❝♦♠♣❧❡①❜❛❝❦❣♦✉♥❞✮✱❛❡❧❡❝✐♦♥♦❢❝❧❡❛♥❡①❢❛♠❡✭❛✇♦ ❡✱❝❧❡❛♥❜❧♦❝❦♦❢
❡①✮✐♣❡❢♦♠❡❞✳❚❤✐ ❡❧❡❝✐♦♥✐❜❛❡❞♦♥❤❡❛♥❛❧②✐♦❢❤❡❝♦♥❛ ✐♥❤❡❛❡❛
❛♦✉♥❞❤❡❜♦✉♥❞✐♥❣❜♦①♦❢❞❡❡❝❡❞❡①✳ ❆♥❛✈❡❛❣✐♥❣♦❢♦❜❛✐♥❡❞❢❛♠❡❛♥❞
❜❧♦❝❦✐✜♥❛❧②❛♣♣❧✐❡❞♦❣❡❛❝❧❡❛ ❡①✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ ❡❝♦♥❞❝❛❡❣♦②♦❢❛♣♣♦❛❝❤❡ ❡❧✐❡♦♥❛✐♠❡✲❜❛❡❞♠✐♥✐♠✉♠♣✐①❡❧✈❛❧✉❡✭♦
✶✻ ❈❍❆ ❚❊❘✷✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
✈❛✐❛✐♦♥✮❡❛❝❤✳❆✉♠✐♥❣❤❛❛❡①❦❡❡♣ ❤❡❛♠❡❝♦❧♦❞✉✐♥❣✐ ❛♣♣❡❛❛♥❝❡
❛♥❞✐❜✐❣❤❡ ❤❛♥❤❡❜❛❝❦❣♦✉♥❞✱❤❡❡♥❤❛♥❝❡❞❡①✐♠❛❣❡✐♦❜❛✐♥❡❞❜②❛✐❣♥✐♥❣
♦❡❛❝❤♣✐①❡❧❛✈❛❧✉❡❡✉❛❧ ♦❤❡♠✐♥✐♠✉♠♦❢❛❧✐ ✐♥❡♥✐✐❡♦✈❡ ❤❡❞✐✛❡❡♥
❢❛♠❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣❤❡ ❡①❬❙❑❍+✾✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡✱❤✐ ♠❡❤♦❞❝❛♥♥♦ ❜❡❛♣♣❧✐❡❞✐♥
❤❡❝❛❡♦❢❞❛❦ ❡①♦♥❜✐❣❤❜❛❝❦❣♦✉♥❞✳ ❚♦ ❛❝❦❧❡ ❤✐ ♣♦❜❧❡♠✱▲✐❡♥❤❛ ❡
❛❧✳❬▲❲✵✷❪❤❛✈❡♣♦♣♦❡❞❛♥♦❤❡♠❡❤♦❞❤❛ ❛❦❡ ❤❡❡♠♣♦❛❧❡❞✉♥❞❛♥❝②✐♥♦
❛❝❝♦✉♥ ♦✐❞❡♥✐❢②❤❡❜❛❝❦❣♦✉♥❞❜②✐ ❡♠♣♦❛❧✈❛✐❛✐♦♥✳❚❤❡②❝♦♥✐❞❡❡❞❤❛
❜❛❝❦❣♦✉♥❞♦❢❡♥❝❤❛♥❣❡ ✐❣♥✐✜❝❛♥❧②❤♦✉❣❤✐♠❡✇❤✐❧❡❡①✉✉❛❧②❦❡❡♣✐ ♠❛✐♥
❝♦❧♦❛♥❞❤❛♣❡✳ ❘❡❧②✐♥❣♦♥ ❤❡❡❤②♣♦❤❡❡✱❛♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠♦♣❡❛✐♦♥✐
❛♣♣❧✐❡❞✐♥♦❞❡ ♦♦❜❛✐♥✱❢♦❡❛❝❤♣✐①❡❧✱✐ ✇♦❡① ❡♠✉♠✈❛❧✉❡✭❤❡♠✐♥✐♠✉♠❛♥❞
❤❡♠❛①✐♠✉♠♦♥❡✮✳ ❚❤❡❛♥❛❧②✐♦❢❤❡❡✈❛❧✉❡❡♥❛❜❧❡ ♦❞✐✐♥❣✉✐❤ ❡①❢♦♠
❜❛❝❦❣♦✉♥❞✳ ❲❛♥❣❡❛❧✳❬❲❏❲✵✹❪❛❧♦✉❡❞❛✐♠❡✲❜❛❡❞♠✐♥✐♠✉♠✭♦♠❛①✐♠✉♠✮
♣✐①❡❧✈❛❧✉❡❡❛❝❤♦♦❜❛✐♥✇♦✐♠❛❣❡✿♦♥❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣❢♦❡❛❝❤♣✐①❡❧❤❡♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡❤♦✉❣❤✐♠❡❛♥❞❛♥♦❤❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣❢♦❡❛❝❤♣✐①❡❧❤❡♠✐♥✐♠✉♠✈❛❧✉❡❤♦✉❣❤
✐♠❡✳❇♦❤✐♠❛❣❡❛❡❤❡♥❛♥❛❧②③❡❞✇✐❤❛❙♦❜❡❧✜❧❡✐♥♦❞❡ ♦❞❡❡❝❡❞❣❡✳❚❤❡
✐♠❛❣❡✇✐❤❤❡❢❡✇❡ ❡❞❣❡✱❝♦♥✐❞❡❡❞❛ ❤❡♦♥❡✇✐❤❤❡✉♥✐❢♦♠❝♦❧♦✱✐ ❡❧❡❝❡❞
♦❜❡✉❡❞❢♦ ❡①❜❧♦❝❦❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥✭✐♥♦❜❛❝❦❣♦✉♥❞♦ ❡①✮✳
❘❡❝❡♥❧②✱❨✐❡❛❧✳❬❨ ❳✵✾❪♣♦♣♦❡❞♦❝♦♠❜✐♥❡❜♦❤❡❝❤♥✐✉❡✖♥❛♠❡❧②❛✈❡ ✲
❛❣✐♥❣❛♥❞✐♠❡✲❜❛❡❞♠✐♥✐♠✉♠✖❛✐♠✐♥❣❛❣❡✐♥❣❝❧❡❛♥❛♥❞❝❧❡❛ ❡① ♦✐♠♣♦✈❡
❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳ ▼♦❡♦✈❡✱❛❡①✲✐♥❡♥✐②❞❡❡❝♦✐✐♥❡❣❛❡❞♦✜❧❡
❜❧✉ ❡❞❡① ❛♥❞ ❡♠♦✈❡❜❛❞❡✛❡❝✳ ❊①♣❡✐♠❡♥ ❝❛✐❡❞♦✉❜② ❤❡❡❛✉❤♦
❤♦✇❡❞ ❤❛ ❤❡✐ ♠❡❤♦❞♦❜❛✐♥❣♦♦❞❡✉❧ ✱♦✉♣❡❢♦♠✐♥❣❍✉❛❡❛❧✳✬♠❡❤♦❞
❬❍❨❩✵✷❪✳ ❋✐❣✳✷✳✽ ❤♦✇ ❛❝♦♠♣❛✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❡✉❧ ♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤❛♣♣♦❛❝❤❡
♣❡❡♥❡❞✐♥❬❨ ❳✵✾❪✱❬❍❨❩✵✷❪❛♥❞❬▲❲✵✷❪✳
❋✐❣✉❡✷✳✽✿ ❈♦♠♣❛✐♦♥♦❢♦♠❡♠✉❧✐✲❢❛♠❡✐♥❡❣❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡✿✭❆✮✱✭❇✮❛♥❞
✭❈✮❛❡❡✉❧ ♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤❛♣♣♦❛❝❤❡♣❡❡♥❡❞✐♥❬❍❨❩✵✷❪✱❬▲❲✵✷❪❛♥❞❬❨ ❳✵✾❪
✭✜❣✉❡♣♦✈✐❞❡❞❜②❬❨ ❳✵✾❪✮✳
✷✳✸✳ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✶✼
✷✳✸ ❈❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥
❇❡❢♦❡❡❝♦❣♥✐③✐♥❣❝❤❛❛❝❡✱❛❡♣♦❢❡❣♠❡♥❛✐♦♥✐♦❢❡♥♥❡❝❡❛②♦❡♣❛❛❡❤❡
❡①✐♥♦✐♥❣❧❡❝❤❛❛❝❡ ❡❛✐❡♦❛♥❛❧②③❡❛♥❞❝❧❛✐❢②✳■♥❤✐❝♦♥❡①✱❤❡❛✉♦♠❛✐❝
❡❣♠❡♥❛✐♦♥♦❢❝❤❛❛❝❡ ✐❝♦♥✐❞❡❡❞❛❛❝✉❝✐❛❧ ❡♣✐♥♠♦ ❖❈❘ ②❡♠❀❡❛❝❤
❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡♦✭✐✳❡✳✱❡✐❤❡❛♥♦✈❡✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥♦❛✉❜✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥✮✐♥✈♦❧✈❡
❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡♦ ❛♥❞❞✐❡❝❧②❡❞✉❝❡❖❈❘♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
■♥❤❡❧✐❡❛✉❡✱❡✈❡❛❧❛♣♣♦❛❝❤❡✇❡❡❞❡❞✐❝❛❡❞♦❤✐✐✉❡❛♥❞❤❛✈❡♣♦♣♦❡❞
❞✐✛❡❡♥ ❛❡❣✐❡ ♦❛❞❞❡ ❤✐♣♦❜❧❡♠✳❈❛❡②❡❛❧✳♣♦✈✐❞❡❞❛❝♦♠♣❧❡❡✉✈❡②
♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥♠❡❤♦❞✐♥❬❈▲✵✷❪❛♥❞✐❞❡♥✐✜❡❞❤❡❡♠❛✐♥❝❛❡❣♦✐❡♦❢
❛♣♣♦❛❝❤❡✱❤❛✇❡❛❞♦♣ ✐♥♦✉✇♦❦✿
•❞✐❡❝✐♦♥❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤❡✱✇❤✐❝❤❡❣♠❡♥❝❤❛❛❝❡ ✉✐♥❣♦♥❧②✐♠❛❣❡
❛♥❛❧②✐♣♦❝❡✐♥❣❡❝❤♥✐✉❡✱
• ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✲❜❛❡❞❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤❡✱✇❤✐❝❤❡❣♠❡♥ ❤❡❡①✐♥♦✐♥❣❧❡
❝❤❛❛❝❡ ❛❦✐♥❣✐♥♦❛❝❝♦✉♥ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ✱
• ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❛♣♣♦❛❝❤❡✱✇❤✐❝❤❝♦♥✐ ✐♥❡❝♦❣♥✐③✐♥❣❛✉❝❝❡ ✐♦♥♦❢❝❤❛✲
❛❝❡ ❞✐❡❝❧②❢♦♠❤❡✇❤♦❧❡❡①✐♠❛❣❡✇✐❤♦✉❛♥②❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳
✷✳✸✳✶ ❉✐ ❡❝✐♦♥❡❣♠❡♥❛✐♦♥
❚❤❡❞✐ ❡❝✐♦♥❡❣♠❡♥❛✐♦♥❝❛❡❣♦②✐♥❝❧✉❞❡❛❧ ♠❡❤♦❞ ❤❛ ❡♥❞♦❡♣❛❛❡❝❤❛✲
❛❝❡ ♠❛✐♥❧② ❡❧②✐♥❣♦♥❡❝❤♥✐✉❡♦❢✐♠❛❣❡♦✴❛♥❞✐❣♥❛❧♣♦❝❡✐♥❣✳
♦❥❡❝✐♦♥♣♦✜❧❡✲❜❛❡❞ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥
❚❤❡♣♦❥❡❝✐♦♥♣♦✜❧❡❛♥❛❧②✐ ❡❝❤♥✐✉❡✐♦♥❡♦❢❤❡♠♦ ♣✐♦❝♦♠♠♦♥❞✐❡❝✐♦♥
❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳■❝♦♥✐ ✐♥❛❦✐♥❞♦❢❝♦♠♣❛❝ ❡♣❡❡♥❛✐♦♥♦❢❤❡ ♣❛✐❛❧❞✐ ✐✲
❜✉✐♦♥♦❢❤❡❡①✐♠❛❣❡♣✐①❡❧❝♦♥❡♥✭✐✳❡✳✱✐♥❡♥✐②✈❛❧✉❡✮✳❚❤✐ ❡❝❤♥✐✉❡❛❧♦✇
♦❡✐♠❛❡❝♦❧✉♠♥ ❤❛❞♦♥♦❝♦♥❛✐♥❡①♣✐①❡❧❛♥❞❤✉ ♦❞❡❞✉❝❡❡♣❛❛✐♦♥
❜❡✇❡❡♥❝❤❛❛❝❡✳
■♥❬▲❙❆✾✹❪✱❤❡❛✉❤♦ ❛❞❞❡❡❞❤❡♣♦❜❧❡♠♦❢♦✉❝❤✐♥❣❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥
✐♥♣✐♥❡❞❞♦❝✉♠❡♥ ❛♥❞♣❡❡♥❡❞❛♠❡❤♦❞❜❛❡❞♦♥♣♦✜❧❡♣♦❥❡❝✐♦♥❛♥❛❧②✐✳
❚✇♦❦✐♥❞ ♦❢♣♦✜❧❡♣♦❥❡❝✐♦♥❛❡❝♦♠♣✉❡❞❢♦❜✐♥❛② ❡①✐♠❛❣❡✿❤❡✜ ♦♥❡
❝♦✉♥ ❢♦❡❛❝❤✈❡✐❝❛❧❝♦❧✉♠♥❤❡♦❛❧♥✉♠❜❡♦❢❜❧❛❝❦♣✐①❡❧✭✐✳❡✳✱♣✐①❡❧❛✉♠❡❞
♦❜❡❧♦♥❣♦❤❡ ❡①✮✱❛♥❞❤❡ ❡❝♦♥❞♦♥❡❡♣❡❡♥ ❡❛❝❤❝♦❧✉♠♥❜②❤❡♣♦✐✐♦♥
♦❢♦♣♣✐①❡❧❜❡❧♦♥❣✐♥❣♦❤❡❡①❡♥❛❧❡①❝♦♥♦✉✳❚✇♦❤❡❤♦❧❞❛❡❤❡♥❛♣♣❧✐❡❞
♦❜✉✐❧❞♣♦❥❡❝✐♦♥♣♦✜❧❡✐♥♦❞❡ ♦❡❧❡❝ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥♣♦✐✐♦♥✳ ◆❡✈❡❤❡❧❡ ✱
❤✐❛♣♣♦❛❝❤✐♦♥❧②❡✛❡❝✐✈❡♦♥❡①✐♠❛❣❡♦❢❤✐❣❤ ✉❛❧✐②❛♥❞✇❤♦❡❜✐♥❛✐③❛✐♦♥
✇❛ ✉❝❝❡ ❢✉❧✭❝❧❡❛♥❡①❛♥❞❜❛❝❦❣♦✉♥❞✮✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱❤❡♣♦❥❡❝✐♦♥♣♦✜❧❡
❡❝❤♥✐✉❡✇❛♠❛✐♥❧②✉❡❞❢♦♠❛❝❤✐♥❡♣✐♥❡❞❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❜✉ ❛❡❧②✐♥
❤❡❝❛❡♦❢❝❛♣✉❡❞♦❡♠❜❡❞❞❡❞❡①✳
✶✽ ❈❍❆ ❚❊❘✷✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
❬▼❩❏+✵✼❪✐♦♥❡♦❢❤❡❢❡✇✇♦❦❞❡❞✐❝❛❡❞♦✈✐❞❡♦❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❤❛❡♠♣❧♦②❡❞
❤❡♣♦❥❡❝✐♦♥♣♦✜❧❡♠❡❤♦❞✳■♥❤✐♠❡❤♦❞✱❣❛②❝❛❧❡❡①✐♠❛❣❡❛❡✉❡❞❞✐❡❝❧②
✭✇✐❤♦✉ ❛♥②❜✐♥❛✐③❛✐♦♥✮♦❜✉✐❧❞❛♥✐♥❡♥✐②♣♦✜❧❡♣♦❥❡❝✐♦♥❡♣❡❡♥✐♥❣❤❡
✉♠♦❢♣✐①❡❧✈❛❧✉❡♦✈❡❡❛❝❤❝♦❧✉♠♥✳❖❜❛✐♥❡❞♣♦✜❧❡❛❡❤❡♥❤❡❤♦❧❞❡❞♦❣❡
❡❣♠❡♥❛✐♦♥♣♦✐✐♦♥✳
❘❡❝❡♥❧②✱❙❤✐✈❛❦✉♠❛❛❡❛❧✳❬❙❇❙+✶✶❪♣♦♣♦❡❞❛❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥♠❡❤♦❞
❜❛❡❞♦♥❛♠♦❞✐✜❡❞♣♦✜❧❡♣♦❥❡❝✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡✭❝❢✳❋✐❣✳✷✳✾✮✳❚❤✐♠❡❤♦❞✜ ❡❧✐❡
♦♥❛❜✐♥❛✐③❛✐♦♥♣♦❝❡✱❛♥❞❡✈❛❧✉❛❡✱❢♦❡❛❝❤❝♦❧✉♠♥✱❛❡①❤❡✐❣❤ ❞✐✛❡❡♥❝❡
✭❚❍❞✮❞❡✜♥❡❞❛ ❤❡❞✐ ❛♥❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡✜ ❛♥❞❤❡❧❛ ♣✐①❡❧✇✐❤✐♥❤❡❝♦❧✉♠♥
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❤❡ ❡①✳ ❆✐♥♣❡✈✐♦✉♠❡❤♦❞✱♣♦✜❧❡❛❡❜✉✐❧❛♥❞❡❣♠❡♥❛✐♦♥
❜♦✉♥❞❛✐❡❛❡♦❜❛✐♥❡❞❜②❤❡❤♦❧❞✐♥❣❝♦♠♣✉❡❞♣♦✜❧❡✳
❋✐❣✉❡✷✳✾✿■❧✉ ❛✐♦♥♦❢❙❤✐✈❛❦✉♠❛❛❡❛❧✳✬ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡❬❙❇❙+✶✶❪✿✭❆✮
✐♥♣✉ ❡①✐♠❛❣❡✱✭❇✮❜♦✉♥❞❛✐❡♦❢❤❡ ❡①✐♠❛❣❡✉❡❞♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡❚❍❞✱✭❈✮
♣♦✜❧❡♦❢❤❡❝♦♠♣✉❡❞❚❍❞✱❡❞❞♦ ✭❤❛❝♦❡♣♦♥❞♦❚❍❞❧❡ ❤❛♥✇♦♣✐①✲
❡❧✮✐❞❡♥✐❢②❡❣♠❡♥❛✐♦♥♣♦✐✐♦♥✱❛♥❞✭❉✮♦❜❛✐♥❡❞❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡✉❧
✭✜❣✉❡♣♦✈✐❞❡❞❜②❬❙❇❙+✶✶❪✮✳
❖❤❡❛✉❤♦ ❬❙❑❍+✾✾❪♣♦♣♦❡❞♦✉❡❤❡♣♦❥❡❝✐♦♥♣♦✜❧❡❡❝❤♥✐✉❡❛❛♣✐✲
♠❛②❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳❚❡①✐♠❛❣❡❛❡✜ ✜❧❡❡❞❛♥❞❜✐♥❛✐③❡❞✭✉✐♥❣❛❤❡❤♦❧❞✐♥❣✲
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■♥❬❯▼❙✵✽❪✱❤❡❛✉❤♦ ❢♦❝✉❡❞♦♥❤❡♣❡❝✐❛❧✐ ✉❡♦❢❡❝♦❣♥✐③✐♥❣❡① ❝❛♣✉❡❞
❜②❛❤❛♥❞✲❤❡❧❞❝❛♠❡❛♠♦✈✐♥❣❛❧♦♥❣❤❡ ❡①✳ ❆♠♦❛✐❝✐♥❣✲❜②✲❡❝♦❣♥✐✐♦♥♠❡❤♦❞
❛❜❧❡♦❥♦✐♥❧②❝❡❛❡❛❝❧❡❛♥❡①✐♠❛❣❡❛♥❞❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡ ✐♣❡❡♥❡❞✳❚❤❡
✜ ❡♣❝♦♥✐ ✐♥✐♠♣❧②❝♦♥❝❛❡♥❛✐♥❣♦♥❡✲♣✐①❡❧ ❧✐ ✭✇❤✐❝❤❛❡❝❡♥❛❧❡❣✐♦♥
♦❢❤❡✐♠❛❣❡♦❢✐③❡1×H✱✇✐❤H ❤❡❤❡✐❣❤♦❢❤❡✐♠❛❣❡✮♦❢❛❧❢❛♠❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣
❤❡ ❡①✳ ❚❤❡♣♦❜❧❡♠♦❢❡❝♦❣♥✐✐♦♥✐ ❤❡♥❝♦♥✐❞❡❡❞❛❛❛❦♦❢❞❡❢♦♠❡❞ ❡①
❡❝♦❣♥✐✐♦♥✿❤❡❛✉❤♦ ♣♦♣♦❡♦❢♦♠✉❧❛❡✐❛❛♥♦♣✐♠❛❧♣❛❤♣♦❜❧❡♠❤❛
❡✈❛❧✉❛❡ ❤❡ ✐♠✐❧❛✐②❜❡✇❡❡♥ ❛♥❢♦♠❡❞✐♥♣✉ ❢❛♠❡ ❛♥❞ ❡❢❡❡♥❝❡♣❛❡♥✳
❚❤❡ ✐♠✐❧❛✐②✐ ❝❛❧❝✉❧❛❡❞❜❛❡❞♦♥♠❛❝❤✐♥❣❝♦ ❜❡✇❡❡♥♦♥❡✲♣✐①❡❧ ❧✐ ♦❢❤❡
✐♥♣✉❢❛♠❡❛♥❞❤❡❝♦❧✉♠♥♦❢❤❡❡❢❡❡♥❝❡♣❛❡♥✳
❚❤❡❡♠❡❤♦❞❣❡♥❡❛❧②❛❝❤✐❡✈❡❣♦♦❞❡✉❧ ✳❍♦✇❡✈❡✱❛✐♥❛♥②♣❛❡♥❡❝♦❣✲
♥✐✐♦♥♣♦❜❧❡♠✱ ❤❡♠❛❥♦ ✐✉❡✐ ♦❞❡✜♥❡❤❡ ♦❜✉ ❢❡❛✉❡ ❤❛ ❡♣❡❡♥ ❤❡
❝❤❛❛❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❧②♦❢❤❡✐♠❛❣❡ ❡♦❧✉✐♦♥✱❤❡❜❛❝❦❣♦✉♥❞❝♦♠♣❧❡①✐②✱❛♥❞
✷✳✹✳ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘❘❊❈❖●◆■❚■❖◆ ✷✼
♣♦❡♥✐❛❧❞✐♦✐♦♥✳❚❤❡❡❢♦❡✱♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡❡❝❤♥✐✉❡♠❛②✈❛②✇✐❞❡❧②❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡❝❤♦❡♥❢❡❛✉❡❛♥❞❤❡✐♠❛❣❡ ✉❛❧✐②✳
✷✳✹✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡❧❡❛♥✐♥❣✲❜❛❡❞❛♣♣♦❛❝❤❡
❚❤❡❦❡②✐❞❡❛♦❢ ❤✐❝❛❡❣♦②♦❢❛♣♣♦❛❝❤❡✐ ♦ ❛✐♥❛♠♦❞❡❧♦❝❧❛✐❢②❝❤❛❛❝❡
✐♠❛❣❡ ♦❤❛ ❤❡❞❡❝✐✐♦♥♦❢❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❝❧❛ ✐ ❛❦❡♥❛✉♦♠❛✐❝❛❧②❡❧②✐♥❣♦♥
♣❡✈✐♦✉❡①❛♠♣❧❡♦❜❡✈❡❞✐♥❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✳❙❡✈❡❛❧♠♦❞❡❧✇❡❡♣♦♣♦❡❞✐♥
❤❡❧✐❡❛✉❡❀♦♠❡❧❡❛♥♦❝❧❛✐❢②✐♠❛❣❡❞✐❡❝❧②❢♦♠❤❡✐♠❛❣❡ ❤❡♠❡❧✈❡✇❤✐❧❡
♦❤❡ ♣♦♣♦❡♦✉❡❤❛♥❞✲❝❛❢❡❞❢❡❛✉❡♦❧❡❛♥❢❡❛✉❡✳
❚❤❡❙❱▼❝❧❛ ✐✜❡✐♦♥❡♦❢❤❡❧❡❛♥✐♥❣✲❜❛❡❞♠♦❞❡❧✉❡❞♦❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡
❡①❛❝❡❞❢♦♠✐♠❛❣❡ ❛♥❞✈✐❞❡♦✳■♥❬❉❆❙✵✶❪✱❤❡❛✉❤♦ ♣♦♣♦❡❞♦ ❛✐♥❛
❙❱▼♠♦❞❡❧✇✐❤ ♦♠❡❤❛♥❞✲❝❛❢❡❞❢❡❛✉❡ ♦❝❧❛✐❢②❝❤❛❛❝❡✳ ❆❧❛❣❡❛♥❣❡
♦❢❢❡❛✉❡✭♥❛♠❡❧②❡❣✐♦♥❛❧❢❡❛✉❡✱✉♥❢❡❛✉❡✱❜❛❧❛♥❝❡❛♥❞②♠♠❡②❢❡❛✉❡✱
♦❝❝✉♣❛♥❝②❢❡❛✉❡✱❦❡❧❡♦♥❢❡❛✉❡✱❝♦♥❡ ❢❡❛✉❡✱❡❝✳✮ ✇❡❡❡①❛❝❡❞❢♦♠
❜✐♥❛✐③❡❞❝❤❛❛❝❡✐♠❛❣❡❛♥❞✉❡❞♦❣❡♥❡❛❡❛✈❡❝♦♦❢172✈❛❧✉❡♣❡❡♥❡❞♦
❤❡❙❱▼♠♦❞❡❧✳❙✐♥❝❡❤❡♥✉♠❜❡♦❢❝❧❛❡✐♥❤✐❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥❛❦✐❣❡❛❡ ❤❛♥
✇♦✱ ❡✈❡❛❧♦♥❡✲✈✲♦♥❡❙❱▼✇❡❡ ❛✐♥❡❞❛♥❞❝♦♠❜✐♥❡❞♦❡❝♦❣♥✐③❡❤❡❞✐✛❡❡♥
❝❧❛❡♦❢❝❤❛❛❝❡✳
❆♥♦❤❡ ♠♦❞❡❧✱♥❛♠❡❧② ❤❡❝♦♥✈♦❧✉✐♦♥❛❧♥❡✉❛❧♥❡✇♦❦✱✇❛❛❧♦❡♠♣❧♦②❡❞♦
❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡❝♦♥✈♦❧✉✐♦♥❛❧♥❡✉❛❧♥❡✇♦❦✐ ❛♣❡❝✐❛❧❢♦♠♦❢
♠✉❧✐❧❛②❡♣❡❝❡♣♦♥❛❜❧❡ ♦❝❧❛✐❢②❡①❡♠❡❧②✈❛✐❛❜❧❡❝❤❛❛❝❡✐♠❛❣❡✇✐❤♦✉
❛♥②♣❡♣♦❝❡✐♥❣ ❡♣✳■♥❬❏❙❱❘✵✺❪✱❛❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤❜❛❡❞♦♥❛
❝♦♥✈♦❧✉✐♦♥❛❧♥❡✉❛❧❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥✐♣♦♣♦❡❞♦✐❞❡♥✐❢②❝❤❛❛❝❡ ✐♥✐♠❛❣❡♦❢❧♦✇
❡♦❧✉✐♦♥✳ ❚❤❡❞❡✐❣♥❡❞♠❡❤♦❞ ❛❦❡ ❛ ✐♥♣✉❛♥✐♠❛❣❡♦❢29×29♣✐①❡❧ ❛♥❞
❡✉♥❛♥♦✉♣✉✈❡❝♦♦❢72✈❛❧✉❡❡♥❝♦❞✐♥❣♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡ ♦❜❡❧♦♥❣♦❤❡❝❧❛ ❡
♦❢❝❤❛❛❝❡✳❙❛❞❛♥❡❛♥❞●❛❝✐❛❛❧♦♣❡❡♥❡❞❛♥❛✉♦♠❛✐❝♥❡✉❛❧✲❜❛❡❞❛♣♣♦❛❝❤
❢♦♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❬❙●✵✼❛❪✳❚❤❡♣♦♣♦❡❞❡❝♦❣♥✐③❡ ❛❦❡❛
✐♥♣✉❛♥✐♠❛❣❡♦❢48×48♣✐①❡❧❛♥❞❡✉♥❛♥♦✉♣✉✈❡❝♦♦❢38✈❛❧✉❡✭♦♥❡♣❡
❝❧❛ ♦❢❝❤❛❛❝❡✮✳◆♦❡❤❛❛✐✜❝✐❛❧♥❡✉❛❧♥❡✇♦❦✇❡❡❛❧♦✉❡❞✐♥❞♦❝✉♠❡♥
❛♥❛❧②✐♣♦❜❧❡♠✐♥❝❧✉❞✐♥❣♣❡♣♦❝❡✐♥❣✱❡❣♠❡♥❛✐♦♥✱❛♥❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥✳ ▼❛✐♥❛✐❡
❛❧✳❬▼●❙✵✺❪♣❡❡♥❛✉✈❡②♦❢♠❛✐♥✇♦❦❛❝❤✐❡✈❡❞✐♥❤✐❞♦♠❛✐♥✳
■♥♣✐❡❞❜②♣❡❡❝❤❡❝♦❣♥✐✐♦♥✱❙♦♠❡❛❧✳❬❙❈❙✵✾❪❞❡✜♥❡❞❛♥❖❈❘②❡♠❤❛
✉❡❛❍✐❞❞❡♥▼❛❦♦✈▼♦❞❡❧✭❍▼▼✮❛❜❧❡♦❧❡❛♥♦✐❞❡♥✐❢②❝❤❛❛❝❡ ❛❛❡✉❡♥❝❡
♦❢ ❛❡✳❆❢❡❜✉✐❧❞✐♥❣❜♦♦ ❛♣❣❧②♣❤♠♦❞❡❧✇✐❤❛②♥❤❡✐❝❡♦❢❡①❛♠♣❧❡✭♦♥❡
❡①❛♠♣❧❡♣❡❝❧❛✮✱❤❡ ❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡✇❛♣❡❢♦♠❡❞❜②♠❡❛♥ ♦❢❤❡❡✐❡❛✐♦♥♦❢
❛♠❛①✐♠✉♠❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞♣♦❝❡ ♦♦❜❛✐♥❜❛❡❧✐♥❡❣❧②♣❤♠♦❞❡❧✳❈❤❛❛❝❡ ❛❡❤❡♥
❡❝♦❣♥✐③❡❞✉✐♥❣❤❡❝♦♠♣✉❡❞♠♦❞❡❧✳
❘❡❝❡♥❧②✱❛♠❡❤♦❞❜❛❡❞♦♥✉♥✉♣❡✈✐❡❞❢❡❛✉❡❧❡❛♥✐♥❣✇❛♣♦♣♦❡❞❛✐♠✐♥❣
♦❞❡❡❝❛♥❞ ❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡ ✐♥♥❛✉❛❧ ❝❡♥❡✐♠❛❣❡❬❈❈❈+✶✶❪✳ ❆❡♦❢8
❣❛②✲❝❛❧❡♣❛❝❤❡✐✜ ❡①❛❝❡❞❢♦♠❛ ❛✐♥✐♥❣❞❛❛❛♥❞❤❡♥✉❡❞♦✉♥❛♥
✉♥✉♣❡✈✐❡❞❧❡❛♥✐♥❣❛❧❣♦✐❤♠✐♥♦❞❡ ♦♦❜❛✐♥❛♠❛♣♣✐♥❣❢♦♠❤❡✐♥♣✉♣❛❝❤❡
✷✽ ❈❍❆ ❚❊❘✷✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑
♦✈❡❝♦ ♦❢❢❡❛✉❡✳❚❤❡❧❡❛♥✐♥❣ ❛❣❡✐❡♥✉❡❞❜②❛✈❛✐❛♥♦❢❑✲♠❡❛♥❝❧✉❡✲
✐♥❣✳❆❢✉❤❡ ❡♣♦❢❢❡❛✉❡ ❡❞✉❝✐♦♥✐♣❡❢♦♠❡❞ ❡❧②✐♥❣♦♥❛♣❛✐❛❧♣♦♦❧✐♥❣❛♥❞
②✐❡❧❞✐♥❣❛✜♥❛❧✈❡❝♦♦❢✾❢❡❛✉❡❢♦❡❛❝❤❝❤❛❛❝❡✐♠❛❣❡♦❢36×36♣✐①❡❧✳❆❧✐♥❡❛
❙❱▼♠♦❞❡❧✐✜♥❛❧② ❛✐♥❡❞♦❝❧❛✐❢②❣❡♥❡❛❡❞❢❡❛✉❡❛♥❞❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡✳
✷✳✺ ❚❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❖♥❝❡ ❡①✐♠❛❣❡❛❡❡❣♠❡♥❡❞❛♥❞✐♥❣❧❡❝❤❛❛❝❡ ❛❡❡❝♦❣♥✐③❡❞✱❤❡✜♥❛❧♦✉♣✉
♦❢❖❈❘②❡♠✭✐✳❡✳✱❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✮❝❛♥❜❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞✳■♥❤✐ ❝♦♥❡①✱❡✈❡❛❧
❡❝❤♥✐✉❡✇❡❡♣♦♣♦❡❞♦✐❞❡♥✐❢②❡♠❜❡❞❞❡❞❛♥❞❝❛♣✉❡❞❡①✳
❖❈❘ ②❡♠✉✐♥❣❞✐❡❝✐♦♥❡❣♠❡♥❛✐♦♥♠❡❤♦❞✉✉❛❧②✐❞❡♥✐❢②❡❝♦❣♥✐③❡❞
❡① ❛ ❡✉❡♥❝❡ ♦❢❡❝♦❣♥✐③❡❞❝❤❛❛❝❡ ❬❑❍❊✵✺✱▼❩❏+✵✼❪✳ ◆❡✈❡❤❡❧❡ ✱♦♠❡
♦✐❣✐♥❛❧✇♦❦♣♦♣♦❡❞♦✉❡♠♦❡❡✣❝✐❡♥♠❡❤♦❞✳■♥❬❩❈✵✸❪✱❩❤❛♥❣❡❛❧✳♣❡✲
❡♥❡❞❛❇❛②❡✐❛♥❢❛♠❡✇♦❦❢♦ ✈✐❞❡♦ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✳ ❚❤❡♠❡❤♦❞❝♦♥✐ ✐♥
❢♦♠✉❧❛✐♥❣❤❡♣♦❜❧❡♠♦❢✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✇✐❤❤❡♠❛①✐♠✉♠❛♣♦ ❡✐♦✐✭▼❆✮
✇❤❡❡❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ❛♥❞❛✇♦❞❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠♦❞❡❧❛❡✐♥❝❧✉❞❡❞✳❚❤❡
✇♦❞❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠♦❞❡❧✐❝♦♠♣✉❡❞♦♥❤❡❜❛✐♦❢ ❛✐♥❡❞❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✳
■♥❝♦♥❛ ♦❤❡❡❛♣♣♦❛❝❤❡✱❖❈❘②❡♠ ❡❧②✐♥❣♦♥❛❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✲
❜❛❡❞❡❣♠❡♥❛✐♦♥♠❡❤♦❞❡✉✐❡✇❡❧✲❛❞❛♣❡❞❡❝❤♥✐✉❡❛❜❧❡♦❤❛♥❞❧❡❞✐✛❡❡♥
❝♦♥❝✉❡♥ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛♥❞♦❛❦❡✐♥♦❝♦♥✐❞❡❛✐♦♥❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ✳
❙❛♦❡❛❧✳ ♣♦♣♦❡❞❛❞②♥❛♠✐❝♣♦❣❛♠♠✐♥❣♠❡❤♦❞ ❤❛ ❛❧♦✇ ♦♦❜❛✐♥ ❤❡
❡❝♦❣♥✐③❡❞❡① ❛❦✐♥❣✐♥♦❛❝❝♦✉♥♣♦❡♥✐❛❧❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛♥❞❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❡✉❧ ❬❙❑❍+✾✾❪✳ ❚❤❡✐❞❡❛✐ ♦✜♥❞❤❡ ❡✉❡♥❝❡♦❢ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✭❛♥❞❤✉ ❤❡
❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡✮❤❛♠❛①✐♠✐③❡ ❛♥❡✈❛❧✉❛✐♦♥✈❛❧✉❡❡①♣❡❡❞♦♥❤❡❜❛✐♦❢
❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ✳■♥❬❙●❉✵✾❪✱❤❡❛✉❤♦ ♣❡❡♥❡❞❛❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❣❛♣❤♠♦❞❡❧✇❤♦❡♥♦❞❡ ❡♣❡❡♥❝♦♥❝✉❡♥ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❜♦❞❡ ✱❛♥❞❡❞❣❡❛❡
✇❡✐❣❤❡❞✇✐❤❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ✳ ❚❤❡✜♥❛❧❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✐♦❜❛✐♥❡❞
✉✐♥❣❛❜❡ ♣❛❤❡❛❝❤❛❧❣♦✐❤♠❛♣♣❧✐❡❞✇✐❤✐♥❤❡❜✉✐❧❣❛♣❤✳
❘❡❣❛❞✐♥❣❖❈❘②❡♠❜❛❡❞♦♥❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❛♣♣♦❛❝❤❡✱❤❡❛❦✐❤❛❞❡
❛♥❞❡✣❝✐❡♥♠❡❤♦❞❛❡♥❡❝❡❛②♦♣♦❞✉❝❡❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✳■♥❬❲❇✶✵❪✱❛❢❡
❞❡❡❝✐♥❣❛♥❞❡❝♦❣♥✐③✐♥❣❝❤❛❛❝❡✱❛♣✐❝♦✐❛❧ ✉❝✉❡❬❋❊✼✸❪✐❜✉✐❧ ♦❡♣❡❡♥
❡❛❝❤✇♦❞✳ ❚❤✐ ✉❝✉❡✐ ❤❡♥✉❡❞♦❡✈❛❧✉❛❡❡✈❡❛❧❝❤❛❛❝❡❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥
♦❢❤❡✇♦❞✇✐❤✐♥❤❡✐♥♣✉✐♠❛❣❡✳❊❛❝❤❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥✐❝❤❛❛❝❡✐③❡❞❜②❛♦ ♦❢
❝♦❡❜❛❡❞♦♥❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ❛♥❞❞✐♦✐♦♥❝♦ ✭❤❡❞✐ ♦✐♦♥❝♦
✐❡✈❛❧✉❛❡❞❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡♣❛✐❛❧❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ✇♦ ✉❝❝❡ ✐✈❡❝❤❛❛❝❡✮✳
❚❤❡ ❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✐✜♥❛❧②❞❡❡♠✐♥❡❞❛ ❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣
♦❤❡♦♣✐♠❛❧❝❤❛❛❝❡❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥✳❚♦❡❝♦❣♥✐③❡❑❛♥❥✐❡① ❝❛♣✉❡❞✐♥♥❛✉❛❧
❝❡♥❡✐♠❛❣❡✱❛✈♦✐♥❣♠❡❤♦❞✇❛❝❤♦❡♥❜②❑✉❛❤✐❡❛❧✳♦✐❞❡♥✐❢②❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢
❝❤❛❛❝❡ ❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣♦❤❡✐♥♣✉✐♠❛❣❡❬❑❙■❆✵✹❪✳■❡♥❛❜❧❡ ♦✉❡❤❡❡❣✉❧❛✐②
♦❢❝❤❛❛❝❡♣❧❛❝❡♠❡♥ ♦❡❞✉❝❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡①❜❛❝❦❣♦✉♥❞✳
❍✐❣❤❧❡✈❡❧✐♥❢♦♠❛✐♦♥✱✉❝❤❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡♣♦♣❡✐❡❛♥❞❧❡①✐❝♦♥✱❝❛♥❛❧♦❜❡
✐♥❡❣❛❡❞♦✐♠♣♦✈❡❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢❖❈❘ ②❡♠✳❆❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡♦❝♦❡❝✐♦♥
✷✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✷✾
♠❡❤♦❞✇❛ ✐♥♦❞✉❝❡❞❜②❚❤✐❧♦✉❡❛❧✳ ❬❚❋●✵✺❪❛♥❞✉❡❞❛❛♣♦✲♣♦❝❡✐♥❣
❡♣✐♥❛♥❖❈❘②❡♠✳❚✇♦❧❡✈❡❧♦❢❡♦❝♦❡❝✐♦♥✇❡❡❝♦♥✐❞❡❡❞❛♥❞❛♣♣❧✐❡❞
✉❝❝❡ ✐✈❡❧②✿
•❛❧♦✇✲❧❡✈❡❧❡♦❝♦❡❝✐♦♥✇❤✐❝❤❡❧✐❡♦♥❤❡❝♦♥✜❞❡♥❝❡✐♥❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✲
✐♦♥❡✉❧ ❀
•❛❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧❡♦❝♦❡❝✐♦♥❤❛ ✉❡❛❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✖♥❛♠❡❧②❛❝❤❛❛❝❡
♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧❬▼❙✾✾❪✖❛❜❧❡♦❡♠♦✈❡♦♠❡❝❤❛❛❝❡❝♦♥❢✉✐♦♥✳
❙♦♠❡❛❧✳❛❧♦♣♦♣♦❡❞♦✐♥❡❣❛❡❛❝❤❛❛❝❡♥✲❣❛♠❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧❛❛
♣♦ ✲♣♦❝❡✐♥❣ ❡♣❬❙❈❙✵✾❪✳❚❤❡✐❖❈❘ ②❡♠✇❛❛♣♣❧✐❡❞♦❡① ❡♠❜❡❞❞❡❞✐♥
❚✉❦✐❤❜♦❛❞❝❛ ♥❡✇❛♥❞❡①♣❡✐♠❡♥ ❤♦✇❡❞❤❛ ❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧♣❡♠✐ ♦
❡❞✉❝❡✇♦❞❡♦ ✐❣♥✐✜❝❛♥❧②✳
■♥❝♦♥❛ ♦❤❡❡✇♦❦✱ ❲❡✐♥♠❛♥❡❛❧✳♣❡❡♥❡❞❛♥❖❈❘②❡♠❤❛ ✐♥✲
❝♦♣♦❛❡❛❧❡①✐❝♦♥✐♥♦❤❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡❬❲▲▼❍✵✾❪✳ ❚❤❡✐❞❡❛❝♦♥✐ ✐♥
❡❝♦❣♥✐③✐♥❣❡① ❜②♠❡❛♥♦❢❛✉♥✐✜❡❞♣♦❝❡✐♥❣❛❦✐♥❣✐♥♦❛❝❝♦✉♥ ❤❡❝❤❛❛❝❡
❛♣♣❡❛❛♥❝❡✱❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❤❡ ✐♠✐❧❛✐②✇✐❤♦❤❡ ❝❤❛❛❝❡ ❛♥❞❤❡♣❡❡♥❝❡✐♥
❤❡❧❡①✐❝♦♥✳
✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉✐♦♥
❚❤✐ ❝❤❛♣❡ ❡✈✐❡✇❡❞❤❡♠❛✐♥❛♣♣♦❛❝❤❡❛♥❞♣❡❡♥❡❞❤❡❡❝❡♥❛❞✈❛♥❝❡❛❝❤✐❡✈❡❞
✐♥❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✐♥✐♠❛❣❡❛♥❞✈✐❞❡♦✳❚❤❡❞✐✛❡❡♥ ❡♣ ❤❛❝❛♥❜❡✐♥✈♦❧✈❡❞✐♥
❤❡❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❦✭♥❛♠❡❧②❡①✐♠❛❣❡♣❡♣♦❝❡✐♥❣✱❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✱
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Correlation(A)= B∈WA(I
1B−I¯1A)(I2B−I¯2A)
B∈WA(I1B−I¯1A)2 B∈WA(I2B−I¯2A)2
✭✸✳✶✮
✇❤❡❡A❛♥❞B❛❡♣✐①❡❧♦❢❤❡❡①✐♠❛❣❡✱WA✐❛✇✐♥❞♦✇♦❢✐③❡3×3❝❡♥❡❡❞
♦♥A✱I1❛♥❞I2❛❡❤❡✐♥❡♥✐✐❡♦❢❤❡✐♠❛❣❡ ♦❝♦♠♣❛❡✱❛♥❞I¯1❛♥❞I¯2❛❡❤❡
 !"! #$% &'()#*+,- #%.# /*0%+ 0(#(1%#2 0(#(1%# *   
!"#$%&  '() *&+, -&,&.,"/0 10- ,%1.2"0# 3.4&5& "0 6"-&/3'
!"#$%&  ' ) *7/ &+1589&3 /: "51#& ./%%&91,"/0) ;<= 10- ;>= 1%& "51#&3 ,/ ./581%&
10- ;?= ,4& /$,8$, /: ,4& ./%%&91,"/0'
5&10 619$&3 /: I1 10- I2 7",4"0 ,4& 7"0-/7' *4& /$,8$,3 /: ,4& ./%%&91,"/0 8%/.&33@
"0# ;"51#&3 74&%& &1.4 8"+&9 "3 %&8%&3&0,&- AB ",3 ./%%&91,"/0 619$& ./58$,&- $3"0#
CD'  'E= 1%& ,4&0 1019BF&- "0 /%-&% ,/ -&."-& ": ./%%&91,&- "51#&3 ./%%&38/0- ,/ ,4&
315& ,&+, /% 0/, ;": ,4& ./%%&91,"/0 619$& "3 /6&% 1 ﬁ+&- ,4%&34/9-H "51#&3 1%& ./03"-@
&%&- 13 ./%%&38/0-"0# ,/ ,4& 315& ,&+,3H 10- ./06&%3&9B=' !"#'  ' 34/73 &+1589&3 /:
./%%&91,"/0 /$,8$,3) ,4& &+1589& /0 ,4& 9&:, "99$3,%1,&3 ,4& .13& /: ./%%&91,&- "51#&3
./%%&38/0-"0# ,/ ,4& 315& ,&+, 74"9& ,4& &+1589& /0 ,4& %"#4, "99$3,%1,&3 ,4& .13& /:
"51#&3 7",4 -"ﬀ&%&0, ,&+,3'
J0.& ,&+,3 1%& &+,%1.,&-H ,4&B .10 A& $3&- ,/ #&0&%1,& ,4& %&D$"%&- -1,13&,3'
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❛♥❞✐♠❛❣❡♦❢♠✉❧✐♣❧❡❝❤❛❛❝❡ ✭❝❢✳❋✐❣✳✸✳✾✮✳
✸✳✷✳✸ ❚❡① ❞❛❛❡ ✿❚❡①❉❛❛❡■■❛♥❞❚❡①❚❛✐♥❉❛❛❡■■
❚❤❡ ❡①❞❛❛❜❛❡✱❝❛❧❡❞❚❡①❉❛❛❡■■❛♥❞❚❡①❚❛✐♥❉❛❛❡■■✱❝♦♥✐ ❡♣❡❝✐✈❡❧②
♦❢1,110❛♥❞1146❊♥❣❧✐❤✏❝❡♥❡✑❡① ❡①❛❝❡❞❢♦♠❤❡❝❛♣✉❡❞✐♠❛❣❡✳❚❤❡❡
❞❛❛❜❛❡❝♦♥❛✐♥✐♠❛❣❡♦❢✐♦❧❛❡❞✇♦❞✭✐✳❡✳✱❤❡❡♠✇♦❞✐✉❡❞❧♦♦❡❧②❤❡❡
♦♠❡❛♥❛♥② ✐♥❣♦❢❝❤❛❛❝❡✮✇✐❤❝❤❛❛❝❡ ♣✐♥❡❞✱✇✐❡♥❛♥❞♣❛✐♥❡❞✐♥
✈❛✐♦✉❢♦♥ ❛♥❞❝♦❧♦ ✭❝❢✳❋✐❣✳✸✳✶✵✮✳❚❤❡✐♠❛❣❡❛❡❝❛♣✉❡❞✉♥❞❡✉♥❝♦♥♦❧❡❞
❛❝✉✐✐✐♦♥❝♦♥❞✐✐♦♥❛♥❞♣❡❡♥ ❡✈❡❛❧❦✐♥❞♦❢❞✐♦✐♦♥✭♥♦♥✉♥✐❢♦♠✐❧✉♠✐♥❛✲
✐♦♥✱♦❝❝❧✉✐♦♥✱❤❛❞♦✇✱❜❧✉✱❡❝✳✮✳❚❡① ❛❡❛❧♦♦❢❞✐✛❡❡♥ ✐③❡✭❛❤❡✐❣❤♦❢✶✷
♦✺✵✹♣✐①❡❧✮❛♥❞❛♣♣❡❛♦♥❝♦♠♣❧❡①❛♥❞❡①✉❡❞❜❛❝❦❣♦✉♥❞✳❚❤❡❡✐✉❡♠❛❦❡
❤❡♣♦❜❧❡♠♦❢❡❝♦❣♥✐③✐♥❣❡①✐♥❤✐❞❛❛❡❛❝❤❛❧❡♥❣✐♥❣♣♦❜❧❡♠✳❖♥❡❝❛♥♥♦✐❝❡
 !"! #$% &'#()'* +,-%&%. #%/# 0'#',%#1 0'#',%# 22  !
"#$%&'  ()* +,-./0'1 23 45-&-46'& #.-$'1 23 65' 75-&8-6-1'699(
"#$%&'  (:* +,-./0'1 23 ;2; <-0#= 45-&-46'& #.-$'1 23 >-&?8-6-1'699(
✸✽ ❈❍❆ ❚❊❘✸✳ ❉❆❚❆❙❊❚❙❆◆❉❊❳ ❊❘■▼❊◆❚❆▲❙❊❚❚■◆●❙
❋✐❣✉❡✸✳✶✵✿❊①❛♠♣❧❡♦❢✏❝❡♥❡✑❡①✐♠❛❣❡♦❢❚❡①❉❛❛❡■■✳
❤❛✐♥♦♠❡❝❛❡✱❡✈❡♥❤✉♠❛♥❝❛♥❢❛✐❧❡❛❞✐♥❣❤❡♠✳
■♥♦✉✇♦❦✱❚❡①❉❛❛❡■■✐✉❡❞♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡♣♦♣♦❡❞❖❈❘❛♣♣♦❛❝❤❡
❛♥❞♦❝♦♠♣❛❡♦❜❛✐♥❡❞♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ♦❤♦❡♦❢ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞✱✇❤✐❧❡
❚❡①❚❛✐♥❉❛❛❡■■✐✉❡❞♦ ❛✐♥❛♣♦♣♦❡❞❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ♠♦❞❡❧✳
✸✳✸ ❊✈❛❧✉❛✐♦♥♠❡✐❝
❚❤❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢♦✉ ❝❤❛❛❝❡❝❧❛✐✜❡♦♥❈❤❛❉❛❛❡■❛♥❞❈❤❛✲
❉❛❛❡■■✐❡✈❛❧✉❛❡❞✇✐❤❤❡❤❡❧♣♦❢❤❡❝❧❛ ✐❝❛❧❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♠❡❛✲
✉❡♠❡♥✱❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛❢♦❧♦✇✿
CharRecoRate=#characterscorrectlyrecognized#characterstorecognize ✭✸✳✷✮
❚♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢♦✉ ❝♦♠♣❧❡❡❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥②❡♠
♦♥❚❡①❉❛❛❡■❛♥❞❚❡①❉❛❛❡■■✱❤❡✇♦❢♦❧♦✇✐♥❣♠❡ ✐❝✇❡❡❝❤♦❡♥✿
•❚❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✇❤✐❝❤❡✈❛❧✉❛❡ ❤❡♣❡❝❡♥❛❣❡♦❢❝❤❛❛❝❡
❝♦❡❝❧②❡❝♦❣♥✐③❡❞✳■✐❝❛❧❝✉❧❛❡❞✉✐♥❣❤❡▲❡✈❡♥❤❡✐♥❞✐❛♥❝❡✷❛❢♦❧♦✇✿
CharRecoRate=#characterstorecognize− dL(recognizedtext,groundtruth)#characterstorecognize
✭✸✳✸✮
✷❚❤❡▲❡✈❡♥❤❡✐♥❞✐❛♥❝❡❬◆♦✈✻✻❪✐❛♠❡✐❝❤❛ ♣❡♠✐ ♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡ ✐♠✐❧❛✐②❜❡✇❡❡♥
✇♦ ✐♥❣❀✐❝❛❧❝✉❧❛❡ ❤❡♠✐♥✐♠✉♠♥✉♠❜❡ ♦❢♦♣❡❛✐♦♥✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣❤❡✐♥❡✐♦♥✱❤❡❞❡❧❡✐♦♥✱
❛♥❞❤❡✉❜ ✐✉✐♦♥♦❢❛✐♥❣❧❡❝❤❛❛❝❡✮♦ ❛♥❢♦♠❛ ✐♥❣✐♥♦❛♥♦❤❡♦♥❡✳
✸✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✸✾
✇❤❡❡dL ✐ ❤❡▲❡✈❡♥❤❡✐♥❞✐❛♥❝❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞❢♦ ❡❛❝❤ ❡① ✐♠❛❣❡✐♥❤❡
❞❛❛❡❛♥❞groundtruth✐ ❤❡❝♦❡❝ ❡① ♦❡❝♦❣♥✐③❡❛♥❞✐♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤
❛♠❛♥✉❛❧❛♥♥♦❛✐♦♥ ❡♣❛♥❞#characterstorecognize✐ ❤❡♦❛❧♥✉♠❜❡♦❢
❝❤❛❛❝❡ ✐♥❛❧❣♦✉♥❞ ✉❤❡① ♦❢❤❡❞❛❛❡✳
•❚❤❡✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✇❤✐❝❤❡✈❛❧✉❛❡ ❤❡♣❡❝❡♥❛❣❡♦❢✇♦❞ ❝♦❡❝❧②
❡❝♦❣♥✐③❡❞✳❙✐♥❝❡❡① ❡♠❜❡❞❞❡❞✐♥✈✐❞❡♦✭♥❛♠❡❧②❚❡①❉❛❛❡■✮❛❡♠❛✐♥❧②
❡♥❡♥❝❡❛♥❞❡✉❡♥❝❡♦❢✇♦❞✱❜❡❢♦❡❡✈❛❧✉❛✐♥❣❤❡✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✱
❛♥♦♣❡❛✐♦♥♦❢❛❧✐❣♥♠❡♥✐❛♣♣❧✐❡❞♦♠❛❝❤❡❝♦❣♥✐③❡❞✇♦❞✇✐❤❤❡✐❝♦✲
❡♣♦♥❞✐♥❣✇♦❞✐♥❤❡❣♦✉♥❞ ✉❤✳❘❡❣❛❞✐♥❣♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❡① ♦❢❚❡①✲
❉❛❛❡■■✱❤❡②❝♦♥✐ ♦♥❧②♦❢✐♥❣❧❡✇♦❞✱❤❡❡❢♦❡♥♦❛❧✐❣♥♠❡♥✐❛♣♣❧✐❡❞✳
❲♦ ❞ ❝♦❡❝❧②❡❝♦❣♥✐③❡❞❛❡❤❡♥❞❡❡♠✐♥❡❞❛♥❞ ❤❡✐ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✐
❡✈❛❧✉❛❡❞✭❝❢✳❊✳✸✳✹✮✳
WordRecoRate=#wordscorrectlyrecognized#wordstorecognize ✭✸✳✹✮
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉✐♦♥
❚✇♦♠❛✐♥❞❛❛❡ ✇❡❡♣❡❡♥❡❞✐♥❤✐❝❤❛♣❡✿❛✏❝❛♣✐♦♥✑❡①✈✐❞❡♦❞❛❛❡❛♥❞
❛♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❡①❞❛❛❡✳❚❤❡❡❞❛❛❡ ✐♥❝❧✉❞❡✇♦ ②♣❡♦❢♠✉❧✐♠❡❞✐❛❞♦❝✉✲
♠❡♥ ✭✐✳❡✳✱✈✐❞❡♦❛♥❞✐♠❛❣❡✮❛♥❞❝♦♥❝❡♥✇♦❞✐✛❡❡♥ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣♦❜❧❡♠✱
✇❤✐❝❤❛❡♣❛✐❝✉❧❛❧②✐♥❡❡✐♥❣❢♦ ❤❡❡①♣❡✐♠❡♥❛✐♦♥♦❢♦✉❖❈❘ ②❡♠✳
■♥❤❡♥❡①❝❤❛♣❡✱❤❡❛♣♣♦❛❝❤❡ ❤❛✇❡♣♦♣♦❡❢♦ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✐♥♠✉❧✲
✐♠❡❞✐❛❞♦❝✉♠❡♥❛❡❞❡❝✐❜❡❞❛♥❞❤❡✐♣❡❢♦♠❛♥❝❡✐ ❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❤❡♣❡❡♥❡❞
❞❛❛❡ ✉✐♥❣❤❡❞❡✜♥❡❞♠❡ ✐❝✿ ❤❡❝❤❛❛❝❡❛♥❞ ❤❡✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳
❊①♣❡✐♠❡♥ ❛❡❞❡♣✐❝❡❞❛♥❞❡✉❧ ❛❡❞✐❝✉❡❞✳
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❈❤❛♣❡✹
❚❤❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❛♣♣♦❛❝❤
✹✳✶ ■♥ ♦❞✉❝✐♦♥
❚❤✐ ❝❤❛♣❡♣❡❡♥ ♦✉✜ ❝♦♥✐❜✉✐♦♥✱✐✳❡✳✱❛♥❛♣♣♦❛❝❤❞❡✐❣♥❡❞♦❡❝♦❣♥✐③❡
❡① ✐♥✐♠❛❣❡❛♥❞✈✐❞❡♦✳ ❚❤❡♠❛✐♥✐❞❡❛♦❢❤✐ ❛♣♣♦❛❝❤❝♦♥✐ ✐♥❡❣♠❡♥✐♥❣
❤❡❡①✐♠❛❣❡✐♥♦✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❝❤❛❛❝❡ ❜❡❢♦❡❡❝♦❣♥✐③✐♥❣❤❡♠✳■♥❝♦♥❛ ✇✐❤
❡①✐✐♥❣♠❡❤♦❞✱❤✐❖❈❘ ❡❝❤♥✐✉❡✜ ♣❡❢♦♠ ❛♥♦♥❧✐♥❡❛❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✲
✐♦♥❛❦✐♥❣✐♥♦❛❝❝♦✉♥ ❤❡❧♦❝❛❧♠♦♣❤♦❧♦❣②♦❢❡①✐♠❛❣❡✳ ▼♦❡♦✈❡✱❤❡♣♦♣♦❡❞
❖❈❘ ❡❧✐❡♦♥❛♦❜✉ ❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐③❡❜❛❡❞♦♥❛♥❡✉❛❧❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥♠♦❞❡❧
❛♥❞✐♥❡❣❛❡ ♦♠❡❧✐♥❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✐♥♦❞❡ ♦✐♠♣♦✈❡✐ ♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
❋✐❣✳✹✳✶❞❡♣✐❝ ❤❡♦✉❧✐♥❡♦❢❤✐❛♣♣♦❛❝❤❤❛✐♥✈♦❧✈❡ ❤❡❡♣♦❝❡✐♥❣ ❡♣✳
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f (x, y) =
{
x if y ≤ th
σ(x, y) = g(x,y)
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g(x,y)=x×y✮✳
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✇❤❡❡oi✐❤❡♦✉♣✉✈❛❧✉❡♦❢❤❡♥❡✉♦♥i✱❛♥❞di✐✐❞❡✐❡❞✈❛❧✉❡✭❛❣❡✮✱✇❤✐❝❤✐
❡ ♦1✐❢i❝♦❡♣♦♥❞ ♦❤❡❝❤❛❛❝❡✬❝❧❛ ❛♥❞♦−1❢♦♦❤❡♥❡✉♦♥✳❚❤❡❡♦
✐ ❤❡♥❜❛❝❦✲♣♦♣❛❣❛❡❞✐♥❤❡♥❡✇♦❦❧❛②❡ ❛♥❞❤❡♣❛❛♠❡❡ ❛❡✉♣❞❛❡❞✳ ❆
❡❛❝❤❡♣♦❝❤✶✱❛❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥❡♦ ❛❡✐❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❤❡ ❛✐♥✐♥❣❛♥❞❤❡✈❛❧✐❞❛✐♦♥
❡ ✐♥♦❞❡ ♦❝♦♥♦❧❤❡❣❡♥❡❛❧✐③❛✐♦♥❛♥❞❤❡♦✈❡✜✐♥❣✳❖♥❝❡❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡
✐✜♥✐❤❡❞✱❤❡❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡♦❜❛✐♥❡❞❈♦♥✈◆❡✐❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❤❡
❡ ❡✭♥♦✉❡❞✐♥❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✮✳
❋✐❣✳✹✳✶✶ ❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡♦❢❝❤❛❛❝❡✐♠❛❣❡ ❡❝♦❣♥✐③❡❞✇✐❤ ❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡
❛✐♥❡❞♦♥❈❤❛❉❛❛❡■✳■♥❣❡♥❡❛❧✱ ❤❡ ❡❝♦❣♥✐③❡❞❝❧❛ ✐♦❢❡♥♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤❛
♣♦✐✐✈❡❝♦❡❝❧♦❡♦1✱✇❤✐❧❡❤❡ ❝♦❡♦❢❤❡ ❡♠❛✐♥✐♥❣❝❧❛❡❛❡♥❡❣❛✐✈❡❛♥❞
❝❧♦❡♦−1✳❍♦✇❡✈❡✱❢♦ ❤❡❝❤❛❛❝❡✏✑❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❝❧❛ ✐✏✑✇✐❤❛❝♦❡♦❢
0.08❛♥❞❤❡❡❝♦♥❞❜❡ ❡♣♦♥❡♦❢❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✐✏❢✑✇✐❤❛❝♦❡♦❢−0.057✳
❚❤❡ ♦♦❝❧♦❡❝♦❡✐❧✉ ❛❡❛ ♦♥❣❛♠❜✐❣✉✐②❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡✇♦❝❧❛ ❡✱❛♥❞❤❡
❈❘❈♦♥✈◆❡ ❡♥❝♦✉♥❡ ❛❞✐✣❝✉❧②♦❞✐✐♥❣✉✐❤❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠✳
■♥♦✉ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡✱❤❡ ❛✐♥❡❞❈❘❈♦♥✈◆❡✐❛♣♣❧✐❡❞♦❛❧ ❡❣♠❡♥❡❞
❝❤❛❛❝❡ ♦❢❤❡❡①✐♠❛❣❡✳ ❲❤❡♥❜❡✇❡❡♥ ✇♦ ✉❝❝❡ ✐✈❡✏❛❝❝✉❛❡✑❡❣♠❡♥❛✐♦♥
✭❡❡❡❝✐♦♥✹✳✷✳✷✮✱✏✐❦②✑♦♥❡✭❡❞❡♣❛❛✐♦♥✐♥❋✐❣✳✹✳✶✷✲✭❆✮✮❛❡♦❜❡✈❡❞✱❤❡
❈❘❈♦♥✈◆❡ ✐❛♣♣❧✐❡❞ ♦❛❧♣♦✐❜❧❡❝❤❛❛❝❡ ✇❤❡♥❦❡❡♣✐♥❣❛♥❞ ❡♠♦✈✐♥❣❡❛❝❤
✐❦②❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳❋✐❣✳✹✳✶✷✲✭❆✮❛♥❞✭❇✮✐❧✉ ❛❡❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣❡✉❧
❛♥❞❛❧ ❤❡❝❛♥❞✐❞❛❡❝❤❛❛❝❡ ♦♥✇❤✐❝❤❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✐❛♣♣❧✐❡❞✳
✹✳✹ ❚❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❚❡① ✐♠❛❣❡❛❡❤✉ ❡❣♠❡♥❡❞✐♥♦✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐③❡❞✉✐♥❣❤❡❈❘✲
❈♦♥✈◆❡✳❋♦❝✉❝❛♥♥♦✇❜❡♣✉♦♥❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥♦❢❤❡✇❤♦❧❡❡① ✭✐♥❣❧❡✇♦❞
❛♥❞❡♥❡♥❝❡✮❞❡❡❝❡❞✐♥✈✐❞❡♦♦❡①❛❝❡❞❢♦♠❝❡♥❡✐♠❛❣❡✳
❙✐♥❝❡❡①✐♠❛❣❡❛❡❡❣♠❡♥❡❞✐♥♦❡♣❛❛❡❞❝❤❛❛❝❡✱✇❡✐♥✉✐✐✈❡❧②❝♦♠❜✐♥❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ❛♥❞❡❝♦❣♥✐③❡❡① ❛ ❤❡ ❡✉❡♥❝❡ ♦❢❡❝✲
♦❣♥✐③❡❞❝❤❛❛❝❡✳■♥✉❜❡❝✐♦♥✹✳✷✳✷✱✇♦❝❛❡❣♦✐❡♦❢❡❣♠❡♥❛✐♦♥❜♦❞❡ ✇❡❡
❞✐ ✐♥❣✉✐❤❡❞✿✏❛❝❝✉❛❡✑❛♥❞✏✐❦②✑♦♥❡✳■♥♦✉ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣♦❝❡✱❝❤❛❛❝❡
❧♦❝❛❡❞❜❡✇❡❡♥ ✇♦✏❛❝❝✉❛❡✑❡❣♠❡♥❛✐♦♥✭❣❡❡♥❡♣❛❛✐♦♥✐♥❋✐❣✳✹✳✶✷✲✭❆✮✮
❛❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❛♥❞❝♦♥✐❞❡❡❞❛❧❡❡ ♦❢❤❡❡①✳❍♦✇❡✈❡✱❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❡❞
✇✐❤♦♥❡♦ ✇♦✏✐❦②✑ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛❡❛♥❛❧②③❡❞♦❞❡❝✐❞❡✇❤✐❝❤♦♥❡❝♦❡♣♦♥❞
♦❝♦❡❝❝❤❛❛❝❡ ❛♥❞❤❛✈❡♦❜❡❛❞❞❡❞♦❤❡❡①✳❚♦❞♦♦✱❛❧ ❤❡❡♣♦♥❡
♦❢❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡❛♣♣❧✐❡❞♦♥❡❛❝❤❝❤❛❛❝❡❝❛♥❞✐❞❛❡❛❡✜ ❝♦♥✐❞❡❡❞✭❛❧❛❝
✐♥❋✐❣✳✹✳✶✷✲✭❇✮✮✳❉✐✛❡❡♥♣♦♣♦✐✐♦♥♦❢✇♦❞❛❡❤❡♥❡❡❞❛♥❞❡✈❛❧✉❛❡❞❜②
✶❆♥❡♣♦❝❤✐ ❛❡♦❢✐❡❛✐♦♥❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣ ♦❤❡♣❡❡♥❛✐♦♥♦❢❛❧ ❤❡ ❛✐♥✐♥❣✐♠❛❣❡ ♦
❤❡♥❡✇♦❦✳
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❋✐❣✉❡✹✳✶✷✿ ❆♥❡①❛♠♣❧❡♦❢❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✿✭❆✮❤❡ ❡❣♠❡♥❡❞❡①✐♠❛❣❡✿❣❡❡♥
❛♥❞❡❞❡♣❛❛✐♦♥ ❡♣❡❡♥ ❡♣❡❝✐✈❡❧②✏❛❝❝✉❛❡✑❛♥❞✏✐❦②✑ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✱✭❇✮
❝❤❛❛❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛❡✿❣❡❡♥❛❝✐❧✉ ❛❡❝❤❛❛❝❡ ❧♦❝❛❡❞❜❡✇❡❡♥ ✉❝❝❡ ✐✈❡✏❛❝✲
❝✉❛❡✑❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛♥❞❡❞❞♦❡❞❛❝ ❡♣❡❡♥❞✐✛❡❡♥♣♦ ✐❜❧❡❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥
♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❧❛❡❞♦✏✐❦②✑ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✱❛♥❞✭❈✮❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✳
❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡✳ ❯✐♥❣❤✐ ❢✉❤❡ ✐♥❢♦♠❛✐♦♥✱✇❡❛✐♠❛ ❛❝❦❧✐♥❣ ❡♠❛✐♥✐♥❣
❞✐✣❝✉❧✐❡ ❡❧❛❡❞♦❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✭❞✉❡♦❝♦♥❢✉✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ✐♠✐❧❛❝❤❛❛❝✲
❡✱❛♥❞♦❤❡❧♦❝❛❧❝❤❛❛❝❡❜②❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✮❛♥❞❛❡♠♦✈✐♥❣❛♠❜✐❣✉✐✐❡
❡❧❛❡❞♦✐❦②❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛♥❞♦❧♦✇ ✉❛❧✐②✐♠❛❣❡✳
■♥❤✐❝♦♥❡①✱ ❛✐✐❝❛❧❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧ ❡❡♠♦❜❡✇❡❧❛❞❛♣❡❞♦♦✉ ❡❝♦❣✲
♥✐✐♦♥❛❦❡♥❛❜❧✐♥❣❤❡✐♥❝♦♣♦❛✐♦♥♦❢❧✐♥❣✉✐✐❝♣♦♣❡✐❡✐♥❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡✳
❚❤✐ ❡❝✐♦♥✜ ✐♥♦❞✉❝❡ ❤❡❢✉♥❞❛♠❡♥❛❧♦❢❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✭♥❛♠❡❧②❛♥✲
❣❛♠♦♥❡✮❛♥❞❤❡♥❞❡❛✐❧✐ ✐♥❡❣❛✐♦♥✐♥♦✉ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡✳
✹✳✺✳✶ ❚❤❡♥✲❣❛♠❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧
❲✐❞❡❧②✉ ❡❞❢♦ ♣❡❡❝❤ ❛♥❝✐♣✐♦♥❛♥❞♥❛✉❛❧❧❛♥❣✉❛❣❡♣♦❝❡✐♥❣❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥❧✐❦❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❧❛✐♦♥✱♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧❤❛✈❡❞❡♠♦♥ ❛❡❞❛ ♦♥❣❛❜✐❧✐②♦✐♠♣♦✈❡
❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡❜②❝♦♥✐❞❡✐♥❣❤❡❧❡①✐❝❛❧❝♦♥❡①❬❇❇❞❙▼✵✷❪✳❚❤❡②❛❡❤❡
♠♦ ❝♦♠♠♦♥❡❝❤♥✐✉❡♦❢ ❛✐✐❝❛❧❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✐♥❣❬▼❙✾✾❪❛♥❞❛✐♠❛❞❡❡❝✐♥❣
❤❡❡❣✉❧❛✐✐❡♦❢❛❣✐✈❡♥❧❛♥❣✉❛❣❡✳❘❡❧②✐♥❣♦♥❛ ❛✐✐❝❛❧❛♥❛❧②✐♦❢❛❧❛❣❡❝♦♣✉✱
♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧♣❡♠✐ ♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡❛♣✐♦✐♣♦❜❛❜✐❧✐②♦❢❛❣✐✈❡♥✉❝❝❡ ✐♦♥♦❢N
✐❡♠✭✇❤✐❝❤❝❛♥❜❡❝❤❛❛❝❡✱♣❤♦♥❡♠❡♦✇♦❞✮✳ ❍❡♥❝❡✱❤❡②❛❧♦✇ ♦♣❡❞✐❝
❤❡❢♦❧♦✇✐♥❣✐❡♠♦❜❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❣✐✈❡♥❤❡✐❡♠ ❤❛❤❛✈❡❥✉ ❜❡❡♥❛♥❛❧②③❡❞✳
❆ ✉♠✐♥❣❤❛ ❤❡❣♦❛❧✐ ♦✜♥❞❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢✐❡♠ Xˆ✇❤✐❝❤♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡
♣♦❜❛❜✐❧✐②p(X|signal)✱✇❤❡❡X✐❛❡✉❡♥❝❡♦❢✐❡♠❛♥❞signal✐ ❤❡❣✐✈❡♥✐♥♣✉
✐❣♥❛❧✭♣❡❡❝❤✱❡①✱✐♠❛❣❡✱❡❝✳✮✱❤❡▼❛①✐♠✉♠❆ ♦❡✐♦✐✭▼❆✮❛♣♣♦❛❝❤❝❛♥❜❡
❛♣♣❧✐❡❞♦❡①♣❡ ❤❡♣♦❜❧❡♠❛❢♦❧♦✇✿
Xˆ=argmax
X
p(X|signal)=argmax
X
p(signal|X)·p(X) ✭✹✳✻✮
✇❤❡❡p(signal|X)✐ ❤❡❛♣♦ ❡✐♦✐♣♦❜❛❜✐❧✐②♦❢❤❡signal❣✐✈❡♥❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞
✐❡♠❡✉❡♥❝❡X✱❛♥❞p(X)✐❤❡❛♣✐♦✐♣♦❜❛❜✐❧✐②♦❢X✳❚❤❡✜ ❡♠p(signal|X)
✹✳✺✳■◆❚❊●❘❆❚■❖◆❖❋▲■◆●❯■❙❚■❈❑◆❖❲▲❊❉●❊ ✺✺
✐❞❡✐✈❡❞❢♦♠❤❡ ✐❣♥❛❧❛♥❛❧②✐✱✇❤✐❧❡❤❡ ❡❝♦♥❞♦♥❡p(X)✐♦❜❛✐♥❡❞❢♦♠❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧❛♥❞❝❛♥❜❡❢♦♠✉❧❛❡❞❛❢♦❧♦✇✿
p(X)=
i
p(xi|φ(h(i)))=
i
p(xi|x1x2..xi−1) ✭✹✳✼✮
✇❤❡❡φ(h(i))✐ ❤❡❝♦♥❡①♦❢❤❡✐❡♠xi❛♥❞❝♦❡♣♦♥❞ ♦❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢✐❡♠
x1x2..xi−1 ❤❛♣❡❝❡❞❡xi✳❙✐♥❝❡φ(h(i))❝❛♥❝♦♥❛✐♥❛♥✐♠♣♦❛♥♥✉♠❜❡♦❢✐❡♠✱
❛♥✐♥✜♥✐❡♥✉♠❜❡♦❢❞✐✛❡❡♥❝♦♥❡① φ(h(i))✐♣♦ ✐❜❧❡❛♥❞❤❡♥❝❡❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥
♦❢❤❡♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡✐❡①❡♠❡❧②❤❛❞✳❚❤❡♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧♣♦✈✐❞❡❛♦❧✉✐♦♥♦❤✐
♣♦❜❧❡♠❜②❛✉♠✐♥❣❤❛❛♥✐❡♠♦♥❧②❞❡♣❡♥❞♦♥✐ n−1♣❡❞❡❝❡♦✳❚❤✉✱❤❡
❝♦♥❡①❤✐ ♦②φ(h(i))❝❛♥❜❡❡❞✉❝❡❞♦❤❡n−1✐❡♠♣❡❝❡❞✐♥❣xi❛♥❞❊✳✹✳✼
❝❛♥❜❡❡✇✐❡♥✐♥♦✿
p(X)=
i
p(xi|φ(hn(i)))=
i
p(xi|xi−nxi−n+1..xi−1) ✭✹✳✽✮
●❡♥❡❛❧②✱❤❡♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡p(xi|xi−nxi−n+1..xi−1)❝❛♥❜❡❡✐♠❛❡❞✈✐❛❤❡ ❛✐✲
✐❝❛❧❛♥❛❧②✐♦❢❛❝♦♣✉✳◆❡✈❡❤❡❧❡ ✱✇❤❡♥♦♠❡♣♦✐❜❧❡♥✲❣❛♠❞♦❡♥♦♦❝❝✉
✐♥❤❡❝♦♣✉✱❤❡ ❛✐✐❝❛❧❛♥❛❧②✐✐♥♦ ❛❜❧❡ ♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡✐ ♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡ ♦
❜❡♦❜❡✈❡❞❛♥❞❛✛❡❝ ③❡♦✱✇❤✐❧❡❤✐ ✐✐♥❛❝❝✉❛❡✳❚♦❤❛♥❞❧❡❤✐ ♣♦❜❧❡♠✱❡✈✲
❡❛❧❡❝❤♥✐✉❡✱❝❛❧❡❞♠♦♦❤✐♥❣❬❈●✾✻❪✱✇❡❡♣♦♣♦❡❞♦❛❞❥✉ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢
❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✱❛♥❞❤❡♥❝❡♦♣♦❞✉❝❡♠♦❡❛❝❝✉❛❡♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡❢♦♠✐ ✐♥❣
♥✲❣❛♠✳
■♥♣❛❝✐❝❡✱❤❡♦❞❡♥♦❢❛♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧✐✉✉❛❧②❡✉❛❧♦2✭❛❜✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧✮✱
3✭❛ ✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧✮♦4✭❛✉❛❞✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧✮✱❛❡❧②❜❡②♦♥❞❜❡❝❛✉❡✉❝❤♠♦❞❡❧
❡✉✐❡❛❤✉❣❡✈♦❧✉♠❡♦❢❞❛❛✱♥❡❝❡❛②♦❡❧✐❛❜❧②❡✐♠❛❡♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡♦❢❧❛❣❡
❝♦♥❡①❤✐ ♦✐❡✳
✹✳✺✳✷ ■♥❡❣❛✐♦♥♦❢❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧
❋♦ ♦✉ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣♦❜❧❡♠✱✐♥❝❡✐♥❣❧❡✇♦❞♦ ❤♦ ❡♥❡♥❝❡❛❡❝♦♥✐❞❡❡❞✱❛
❝❤❛❛❝❡♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧✐❝❤♦❡♥♦❡✐♠❛❡❤❡♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡♦❢❡✉❡♥❝❡♦❢❧❡❡ ✐♥
❛❣✐✈❡♥❧❛♥❣✉❛❣❡✳❚❤❡❡♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡❛❡❤❡♥✐♥❡❣❛❡❞✐♥♦♦✉ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❢❛♠❡✲
✇♦❦♦♠❛♥❛❣❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ✉❝❝❡ ✐✈❡❝❤❛❛❝❡✳❍❡♥❝❡✱✇❤❡♥❡✈❛❧✉❛✐♥❣
✇♦❞ ❝♦❡✭❞❡✜♥❡❞✐♥❡❝✐♦♥✹✳✹✮❤❡❡❥♦✐♥♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡✉❡♥❝❡
❛❡✐♥♦❞✉❝❡❞♦❛❞❥✉ ❛♥✐✐♦♥❜❡✇❡❡♥❝❤❛❛❝❡ ❛♥❞✇❡✐❣❤ ❤❡❞✐✛❡❡♥✇♦❞
♣♦♣♦✐✐♦♥✳
❚②♣✐❝❛❧②✱❊✳✹✳✻❜❡❝♦♠❡✿
Cˆ=argmax
C
p(signal|C)·p(C) ✭✹✳✾✮
✇❤❡❡Cˆ✐ ❤❡ ❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ♣❡❡♥✐♥❤❡✐♠❛❣❡✱p(signal|C)✐ ❤❡❛
♣♦ ❡✐♦✐♣♦❜❛❜✐❧✐②♦❢signal✭♥❛♠❡❧②❤❡✐♠❛❣❡✮❣✐✈❡♥❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡✉❡♥❝❡C✳
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(3 ,#1 898(5:;1,< 0%$54 * .+*%%$.*+ #$%&'() 305.,$(57 *% 3(++(=%>
p(signal|C) =
∏
i
p(si|ci) =
∏
i
exp(output(si|ci))∑
j exp(output(sj|cj))
6?@AB<
=#1'1 ci7 si *52 output(si|ci) *'1 '1%&1.,$:1+- ,#1 i
th
.#*'*.,1' (3 %1C015.1 C7 $,%
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P (C) $% (),*$512 3'(/ ,#1 .#*'*.,1' 5F4'*/ /(21+ 6*% $5 GC@ ?@H< *52 $% 1I&'1%%12
*% 3(++(=%>
p(C) =
∏
i
p(ci|φ(hn(i))) =
∏
i
p(ci|ci−nci−n+1...ci−1) 6?@AA<
=#1'1 p(ci|ci−nci−n+1...ci−1) $% ,#1 &'()*)$+$,- ,( ()%1':1 ci 4$:15 $,% .(5,1I, #$%,('-
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G54+$%# +*540*41 3(' Q*,*%1,JJO=1'1 ,'*$512 ,( +1*'5 ,#1%1 R($5, &'()*)$+$,$1% (3
.#*'*.,1' %1C015.1% (5 ,=( .('&('* (3 *)(0, '1%&1.,$:1+- 10, 000 P'15.# =('2% *52
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Cˆ = argmax
∑
i
(log(p(si|ci)) + γ · log(p(ci|φ(hn(i)))) + δ) 6?@AE<
=#1'1 φ(hn(i)) .(''1%&(52% ,( ,#1 %1C015.1 ci−nci−n+1...ci−1@ γ7 .*++12 ,#1 Y'*//*'
M.*+1 P*.,('7 15.(21% ,#1 =1$4#, (3 ,#1 +*540*41 /(21+ *52 %1':1% ,( )*+*5.1 ,#1
$5ﬂ015.1 (3 ,#1 +$540$%,$. K5(=+1241 $5 (0' ^89 %-%,1/@ "#1 &*'*/1,1' δ =*% $5.('F
&('*,12 ,( .(/&15%*,1 ,#1 (:1'F *52 %0)F%14/15,*,$(5% )- .(5,'(++$54 ,#1 +154,#% (3
=('2 .*52$2*,1%@
_% %#(=5 $5 P$4@ ?@AD7 3(' 1*.# =('27 * '1.(45$,$(5 4'*&# $% )0$+, $5 ('21' ,(
21,1'/$51 ,#1 /(%, &'()*)+1 =('2 #-&(,#1%1% ,#*, .(''1%&(52 ,( ,#1 $/*41@ P('
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$54 *52 '1/(:$54 ,#$% %14/15,*,$(5@ "#1 )1%, =('2 .*52$2*,1% *'1 21,1'/$512 0%$54
,#1 c$,1')$ *+4('$,#/@
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❜♦❞❡ ✱❛❝✐❧✉ ❛❡♦♠❡ ❛♥✐✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡✱✈❛❧✉❡✉♥❞❡
❡❛❝❤❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ❛❡❤❡✐ ❝♦❡❝♦♠♣✉❡❞✇✐❤❊✳✹✳✶✷✱❛♥❞✇♦❞ ✐♥
❣❡❡♥❛❡✇♦❞✐♥❤❡❞✐❝✐♦♥❛②✳
❤❡♥❡❛❝❤✇♦❞✐ ❡❛❡❞❡♣❛❛❡❧②✳❋♦ ❤✐❞❛❛❡✱✇♦❞♣♦♣♦✐✐♦♥❛❡✜♥❛❧②
❝❤❡❝❦❡❞❛❣❛✐♥ ❛❋❡♥❝❤❞✐❝✐♦♥❛②✱❝♦♥❛✐♥✐♥❣❛❜♦✉400,000✇♦❞✐♥❝❧✉❞✐♥❣♥❛♠❡❞
❡♥✐✐❡✱❛♥❞❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞✇♦❞✐✐❞❡♥✐✜❡❞❛ ❤❡✇♦❞❜❡❧♦♥❣✐♥❣♦❤❡❞✐❝✐♦♥❛②
❛♥❞❤❛✈✐♥❣ ❤❡❜❡ ❝♦❡✳■❢♥♦♣♦♣♦✐✐♦♥✐❢♦✉♥❞✐♥❤❡❞✐❝✐♦♥❛②✱ ❤❡✇♦❞
✇✐❤❤❡❤✐❣❤❡ ❝♦❡✐❝❤♦❡♥✳◆♦✐❝❡❤❛ ❤❡✉❡♦❢❛❞✐❝✐♦♥❛②✐♥♦✐♥❡❣❛❡❞
❢♦❚❡①❉❛❛❡■■❜❡❝❛✉❡❤✐ ❝❡♥❡✐♠❛❣❡❞❛❛❡❝♦♥❛✐♥❛♥✐♠♣♦❛♥♥✉♠❜❡♦❢
❡① ❤❛❞♦♥♦❜❡❧♦♥❣♦❤❡❞✐❝✐♦♥❛②✭✉❝❤❛❛❝♦♥②♠✱❡❝✳✮✳
❋✐❣✳✹✳✶✸✐❧✉ ❛❡❛♥❡①❛♠♣❧❡♦❢❡❝♦❣♥✐③❡❞✇♦❞❛♥❞❤❡✐❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥✲
✐✐♦♥✳
✹✳✻ ❊①♣❡✐♠❡♥❛❧ ❡✉❧
❚❤✐ ❡❝✐♦♥❡♣♦ ❡✈❡❛❧❡①♣❡✐♠❡♥❛✐♦♥❝❛✐❡❞♦✉♦♥❉❛❛❡■❛♥❞❉❛❛❡■■✳
❋✐ ✱❛♥❡✈❛❧✉❛✐♦♥♦❢♦✉♥❡✉❛❧❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤❢♦ ❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❦✐ ♣❡❡♥❡❞✱❛♥❞❛❝♦♠♣❛✐♦♥✇✐❤❛❙❱▼✲❜❛❡❞♠❡❤♦❞✐ ♣♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❧❡❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡❢♦ ❡① ✭✇♦❞❛♥❞❡✉❡♥❝❡♦❢✇♦❞✮✐ ❤❡♥❡❡❞
❛♥❞❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❤❡✏❝❛♣✐♦♥✑❛♥❞✏❝❡♥❡✑❡①❞❛❛❡✳❚❤❡♣❛✐❝✉❧❛✐♠♣❛❝♦❢
❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✐✜♥❛❧②✐♥✈❡ ✐❣❛❡❞✳
✺✽ ❈❍❆ ❚❊❘✹✳ ❚❍❊❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆✲❇❆❙❊❉❆ ❘❖❆❈❍
❚❛❜❧❡✹✳✶✿ ❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢❞✐✛❡❡♥❈♦♥✈◆❡ ❛❝❤✐❡❝✉❡ ❡❡❞♦♥❈❤❛❉❛❛❡■
✭❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❤❡❡ ❡✮✿n1✱n2❛♥❞n3❝♦❡♣♦♥❞ ♦❤❡♥✉♠❜❡ ♦❢❤❡♠❛♣
❛♥❞❤❡♥❡✉♦♥♦❢❤❡♥❡✇♦❦✭❡❡❋✐❣✳✹✳✶✵✮❛♥❞❘❘♠❡❛♥❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✳
n1 n2 n3 ❈❤❛❛❝❡ ❘❘
10 15 60 87.17%
12 25 80 98.04%
15 30 120 89.96%
❚❛❜❧❡✹✳✷✿❈❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✭❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❤❡❡ ❡✮✿
❘❘♠❡❛♥ ❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✳
❈❤❛❛❝❡ ❘❘
❈❤❛❉❛❛❡■ ❈❤❛❉❛❛❡■■
❈❘❈♦♥✈◆❡ 98.04% 85.13%
✹✳✻✳✶ ❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡♣♦♣♦❡❞❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐③❡
❚❤❡ ❛✐♥✐♥❣❛♥❞❡✈❛❧✉❛✐♦♥♦❢❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡ ❛❡♣❡❢♦♠❡❞♦♥❈❤❛❉❛❛❡■❛♥❞
❈❤❛❉❛❛❡■■✳■♥❜♦❤❡①♣❡✐♠❡♥✱❤❡❞❛❛❡ ❛❡❞✐✈✐❞❡❞❛♥❞♦♠❧②✐♥♦❤❡❡
❡✿❛ ❛✐♥✐♥❣❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣80%♦❢❤❡✐♠❛❣❡✱❛✈❛❧✐❞❛✐♦♥❡❛♥❞❛❡ ❡✱❡❛❝❤
❝♦♥❛✐♥✐♥❣10%♦❢❤❡✐♠❛❣❡✳❚❤❡✜ ✇♦ ❡ ❛❡✉❡❞♦ ❛✐♥❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡ ✭❛
❡①♣❧❛✐♥❡❞✐♥✉❜❡❝✐♦♥✹✳✸✳✷✱✇♦ ❡ ❛❡♥❡❝❡❛②♦❝♦♥♦❧❤❡ ❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡❛♥❞
♦❛✈♦✐❞♦✈❡✜✐♥❣✮✇❤✐❧❡❤❡❧❛ ♦♥❡❡✈❡ ♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
■♥♦✉❡①♣❡✐♠❡♥✱❡✈❡❛❧❛❝❤✐❡❝✉❡♦❢❈❘❈♦♥✈◆❡ ✇❡❡❡❡❞♦♥❤❡❛♠❡
❡ ✐♥♦❞❡ ♦♦❜❛✐♥❤❡♦♣✐♠❛❧♥❡✇♦❦❤❛❛✈♦✐❞❜♦❤✉♥❞❡✜✐♥❣✭✇❤❡♥❤❡
♥❡✇♦❦♣❛❛♠❡❡ ❛❡♥♦ ✉✣❝✐❡♥ ♦❧❡❛♥ ♦❝❧❛✐❢②❛❧❝❤❛❛❝❡❝❧❛❡✮❛♥❞
♦✈❡✜✐♥❣✭✇❤❡♥❤❡♥❡✇♦❦ ❛ ♦♠❡♠♦✐③❡✐♠❛❣❡♦❢❤❡ ❛✐♥✐♥❣❡✐♥❡❛❞
♦❢❧❡❛♥✐♥❣♦❣❡♥❡❛❧✐③❡✮✳ ❲❡❡♣♦ ✐♥❚❛❜❧❡✹✳✶♦♠❡❡✉❧ ♦❜❛✐♥❡❞♦♥❈❤❛❛❝✲
❡❉❛❛❡■✇✐❤❞✐✛❡❡♥❛❝❤✐❡❝✉❡✱✈❛②✐♥❣❤❡♥✉♠❜❡♦❢♠❛♣❛♥❞♥❡✉♦♥✐♥
❤❡♥❡✇♦❦✳
❚❛❜❧❡✹✳✷❤♦✇ ❤❡❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥❡✉❧ ♦❢❤❡♦♣✐♠❛❧❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥❢♦❡❛❝❤❝❤❛✲
❛❝❡❞❛❛❡✳❚❤❡❡❡✉❧ ❛❡♦❜❛✐♥❡❞❛❢❡ ❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✇❤❡♥❡✈❛❧✉❛✐♥❣❤❡
❈❘❈♦♥✈◆❡ ♦♥❤❡❡ ❡✭♥♦✉❡❞✐♥❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✮✳ ❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢❜♦❤
♥❡✇♦❦❡①❝❡❡❞85%♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✱❛❛❡✇❤✐❝❤❛❧♦✇ ♦❡✣❝✐❡♥❧②✐♥❡✲
❣❛❡♦✉ ❡❝♦❣♥✐③❡ ✐♥❤❡❝♦♠♣❧❡❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡✳❆13%❞✐✛❡❡♥❝❡❜❡✇❡❡♥
❤❡❡✉❧ ♦❜❛✐♥❡❞♦♥❈❤❛❉❛❛❡■❛♥❞❈❤❛❉❛❛❡■■❝❛♥❜❡♥♦✐❝❡❞✳❚❤✐❞✐✛❡✲
❡♥❝❡❝❛♥❜❡❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②❤❡❤✐❣❤✈❛✐❛❜✐❧✐②♦❢✏❝❡♥❡✑❡① ❝❤❛❛❝❡ ❝♦♠♣❛❡❞♦
✏❝❛♣✐♦♥✑❡① ❝❤❛❛❝❡ ✭❡❡❋✐❣✳✹✳✶✹✮✳
❲❡❤❛✈❡❛❧♦❝♦♠♣❛❡❞❈♦♥✈◆❡ ❛♥❞❙❱▼❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡❢♦ ❤❡
❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❦✳ ❉♦❛✐❡❛❧✳✐♥❬❉❆❙✵✶❪❤❛✈❡❡❡❞❤❡❛❜✐❧✐②♦❢❙❱▼
♠♦❞❡❧ ♦❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✐♥✈✐❞❡♦✱❜✉❡✈❛❧✉❛❡❞❤❡✐♣❡❢♦♠❛♥❝❡
♦♥❛❞❛❛❡❞✐✛❡❡♥❢♦♠♦✉✳ ❍❡♥❝❡✱♦♣♦✈✐❞❡❛♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❝♦♠♣❛✐♦♥✱❜♦❤
✹✳✻✳ ❊❳❊❘■▼❊◆❚❆▲❘❊❙❯▲❚❙ ✺✾
❋✐❣✉❡✹✳✶✹✿❊①❛♠♣❧❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ♦❢❈❤❛❉❛❛❡■❛♥❞❈❤❛❉❛❛❡■■✳
❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤❡✇❡❡❡❡❞♦♥❤❡❛♠❡❞❛❛❜❛❡♦❢✐♠❛❣❡✱❈❤❛❉❛❛❡■
❛♥❞❈❤❛❉❛❛❡■■✱❛♥❞✉♥❞❡ ❤❡❛♠❡❝♦♥❞✐✐♦♥✭✇✐❤♦✉❡①❛❝✐♥❣❛♥②❢❡❛✉❡✱
✐♠❛❣❡❛❡❝♦♥✐❞❡❡❞❛✐♥♣✉✈❡❝♦ ♦❢❡❛❝❤♠♦❞❡❧✮✳
❖✉ ❙❱▼✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥✇❛❜❛❡❞♦♥❤❡ ♦❢✇❛❡♣❛❝❦❛❣❡▲■❇❙❱▼❬❈▲✶✶❪✱
✇❤✐❝❤✇❛ ❛❞❛♣❡❞♦♦✉ ❞❛❛❡✱♦ ❛❦❡ ❤❡✐♠❛❣❡ ❛ ✐♥♣✉✳ ❯✐♥❣❤❡❘❇❋
✭❘❛❞✐❛❧❇❛✐❋✉♥❝✐♦♥✮✷❦❡♥❡❧❛♥❞❛♦♥❡✲✈✲❛❧❧♣♦♦❝♦❧✱❡✈❡❛❧❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥♦❢
❤❡❙❱▼✇❡❡❡①♣❡✐♠❡♥❡❞✱✇✐❤❞✐✛❡❡♥✈❛❧✉❡ ❢♦ ❤❡♣❛❛♠❡❡ ✸C❛♥❞γ✳
❚❛❜❧❡✹✳✸❞❡♣✐❝ ❡①♣❡✐♠❡♥❡❞❙❱▼♠♦❞❡❧❛♥❞♣♦✈✐❞❡ ❤❡✐ ❡✉❧ ✳
❚❛❜❧❡✹✳✸✿❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢❙❱▼♦♥❛❞❛❛❡♦❢✐♥❣❧❡❝❤❛❛❝❡✿❘❘♠❡❛♥
❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✱❈❤❡♣❡♥❛❧②❡♠✱❛♥❞❙❱❙✉♣♣♦ ❱❡❝♦✳
❈❤❛❛❝❡ ❘❘❙❱▼■❞ ❈ ◆✉♠❜❡ ♦❢❙❱ ❈❤❛❉❛❛❡■ ❈❤❛❉❛❛❡■■
❙❱▼❴✶ ✶ 9,215 75.46% 67.60%
❙❱▼❴✷ ✷ 8,544 81.18% 72.30%
❙❱▼❴✸ ✸ 8,091 80.65% 74.94%
❲❡❝❛♥ ❡❡❤❛ ❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡ ❛❡❤✐❣❤❡ ❤❛♥❤♦❡
✷❚❤❡ ❛❞✐❛❧❜❛✐❢✉♥❝✐♦♥✐❛♣❛✐❝✉❧❛❢✉♥❝✐♦♥✇❤♦❡✈❛❧✉❡❛❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡
❞✐ ❛♥❝❡♦❛❝❡♥❡✭♥❛♠❡❧②❤❡❝❡♥❡♦❢❤❡❦❡♥❡❧✮✳
✸❚❤❡♣❡♥❛❧②♣❛❛♠❡❡C♦❢❤❡❙❱▼♣❡♠✐ ♦❝♦♥♦❧❤❡ ❛❞❡♦✛❜❡✇❡❡♥❛❧♦✇✐♥❣ ❛✐♥✐♥❣
❡♦ ❛♥❞❢♦❝✐♥❣✐❣✐❞♠❛❣✐♥✳
✻✵ ❈❍❆ ❚❊❘✹✳ ❚❍❊❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆✲❇❆❙❊❉❆ ❘❖❆❈❍
♦❢❙❱▼✳❋♦❈❤❛❉❛❛❡■✱❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡❛❝❤✐❡✈❡❛❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢98.04%✱
✇❤✐❧❡ ❤❡❤✐❣❤❡ ❛❡♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤❙❱▼✐81.18%✭❙❱▼❴✷♠♦❞❡❧✮✳❋✉❤❡♠♦❡✱
✐♥❡♠ ♦❢ ❛✐♥❛❜❧❡♣❛❛♠❡❡✱❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡ ❡✉✐❡16,732♣❛❛♠❡❡✱✇❤✐❧❡
❙❱▼❴✷♥❡❡❞8,544✉♣♣♦ ✈❡❝♦ ✇✐❤11,073,024 ♦❡❞♣❛❛♠❡❡✳❚❤❡❛♠❡
❡♠❛❦ ❤♦❧❞✇❤❡♥❝♦♠♣❛✐♥❣❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡ ✭❛❜♦✉ 85%♦❢
❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✮❛♥❞❙❱▼♠♦❞❡❧✭❧❡ ❤❛♥75%✮♦♥❈❤❛❉❛❛❡■■✳
❍❡♥❝❡✱✇❡❝❛♥❝♦♥❝❧✉❞❡ ❤❛✱❢♦ ❤✐❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥✭❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✮✱❈♦♥✈◆❡
②✐❡❧❞❜❡❡❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✇✐❤❧♦✇❡❝♦♠♣❧❡①✐②❤❛♥❙❱▼✳
✹✳✻✳✷ ❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘
❯✐♥❣❤❡ ❛✐♥❡❞❈❘❈♦♥✈◆❡✱✇❡❢♦❝✉♦♥❤❡❡✈❛❧✉❛✐♦♥♦❢❤❡✇❤♦❧❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲
❜❛❡❞❖❈❘ ❡❡❞❜♦❤♦♥❚❡①❉❛❛❡■❛♥❞❚❡①❉❛❛❡■■✳❘❡✉❧ ❛❡❡♣♦❡❞✐♥
❛❜❧❡✹✳✹✳
❋✐ ✱♥♦✐❝❡❤❛❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❛❡❧♦✇❡ ❤❛♥❤♦❡♦❜❛✐♥❡❞✐♥❛✲
❜❧❡✹✳✷✭❢♦♠98.04%♦95.33%✐♥❤❡❝❛❡♦❢❉❛❛❡■❛♥❞❢♦♠85.13%♦65.33%
✐♥❤❡❝❛❡♦❢❉❛❛❡■■✮✳❚❤✐✐ ✐♠♣❧②❞✉❡♦ ❤❡❢❛❝ ❤❛ ❈❤❛❉❛❛❡■❛♥❞
❈❤❛❉❛❛❡■■♦♥❧②❝♦♥❛✐♥♣❡❢❡❝❧②❡❣♠❡♥❡❞❝❤❛❛❝❡✱✇❤❡❡❛✐♥❤❡❝♦♠♣❧❡❡
❝❤❡♠❡♦♠❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡♦ ❝❛♥❛♣♣❡❛✳
❚❛❜❧❡✹✳✹✿ ❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘✿❘❘ ♠❡❛♥
❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✳
❚❡①❉❛❛❡■ ❚❡①❉❛❛❡■■
❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘
❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘ 95.33% 87.83% 65.33% 41.19%
❊①♣❡✐♠❡♥❛✐♦♥❝❛✐❡❞♦✉♦♥❚❡①❉❛❛❡■✭❝❢✳ ❛❜❧❡✹✳✹✮❤♦✇❤❛ ❤❡♣♦✲
♣♦❡❞❖❈❘♣❡❢♦♠ ✇❡❧♦♥❡♠❜❡❞❞❡❞ ❡① ✇✐❤♠♦❡❤❛♥95%♦❢❣♦♦❞❝❤❛❛❝✲
❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳❚❤✐❞❡♠♦♥ ❛❡ ❤❛ ✇❤❡♥ ❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣
✇♦❦✇❡❧✭♦♥ ❡①✇✐❤ ♠❛❧❞✐ ♦✐♦♥❧✐❦❡✏❝❛♣✐♦♥✑❡①✮✱✐❡♥❤❛♥❝❡ ❤❡❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣♣❤❛❡❛♥❞❧❡❛❞ ♦❜❡❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳❖♥ ❤❡❝♦♥❛②✱❡✉❧
♦❜❛✐♥❡❞♦♥♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑ ❡① ✭✐✳❡✳✱❚❡①❉❛❛❡■■✮❤♦✇❛❧❛❣❡❞✐✛❡❡♥❝❡❜❡✲
✇❡❡♥❜♦❤❞❛❛❡✳ ❲❤✐❧❡✱❤❡♣♦♣♦❡❞❖❈❘❛❝❤✐❡✈❡❛✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢
❛❜♦✉88%♦♥❚❡①❉❛❛❡■✱✐♦♥❧②♦❜❛✐♥41%♦♥❚❡①❉❛❛❡■■✳❚❤✐ ❡✉❧❝❛♥
❜❡❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②❤❡❡❢❛❝✿
•❚❤❡❝♦♠♣❧❡①✐②♦❢❚❡①❉❛❛❡■■✇❤✐❝❤♠❛❦❡ ❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❦♠♦❡❝❤❛❧✲
❧❡♥❣✐♥❣✳
•❚❤❡❢❛❝ ❤❛ ❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐③❡♣❡❢♦♠ ❜❡ ❡❢♦❈❤❛❉❛❛❡■✭98%
✈❡✉85%✮✳
✹✳✻✳ ❊❳❊❘■▼❊◆❚❆▲❘❊❙❯▲❚❙ ✻✶
•❚❤❡❞❛✇❜❛❝❦♦❢❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣✇❤❡❡❛♥②❡♦❞✐❡❝❧②✐♥✲
❞✉❝❡ ❛❞♦♣✐♥❤❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❝❝✉❛❝②✳ ❛✐❝✉❧❛❧②✱✐♥❤❡❝❛❡♦❢♥❛✉❛❧
✏❝❡♥❡✑❡①✱✐♠❛❣❡❛❡✉✉❛❧②❛✛❡❝❡❞❜②✈❛✐♦✉❞✐ ♦✐♦♥✇❤✐❝❤♠❛❦❡ ❤❡
❡❣♠❡♥❛✐♦♥✈❡②❤❛❞❛♥❞❤✉❧❡❛❞♦❡♦ ✉❝❤❛❢❛❧❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥❝♦♥✲
✐❞❡❡❞❛✏❛❝❝✉❛❡✑♦♥❡ ❤❛♦✈❡✲❡❣♠❡♥❝❤❛❛❝❡✱♦ ♦❝♦♥❢✉✐♥❣✏✐❦②✑
❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳❋✐❣✳✹✳✶✺✐❧✉ ❛❡ ♦♠❡❡①❛♠♣❧❡♦❢❤❡❡❡♦✳
❋✐❣✉❡✹✳✶✺✿❊①❛♠♣❧❡♦❢❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡♦ ♣♦❞✉❝❡❞♦♥❚❡①❉❛❛❡■■✿✭❆✮❤❡
✏❝❡♥❡✑❡①✐♠❛❣❡✱✭❇✮❤❡♦❜❛✐♥❡❞❡❣♠❡♥❛✐♦♥❞❛✇♥♦♥❤❡❢✉③③②♠❛♣✭❣❡❡♥
❛♥❞❡❞❡♣❛❛✐♦♥ ❡♣❡❡♥✏❛❝❝✉❛❡✑❛♥❞✏✐❦②✑ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✮✳
●❡♥❡❛❧②✱ ❤❡❢❡✇ ❡♠❛✐♥✐♥❣❡♦ ♦♥❚❡①❉❛❛❡■❝❛♥❜❡❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②♦♠❡
❝❤❛❛❝❡❝♦♥❢✉✐♦♥❜❡✇❡❡♥✈✐✉❛❧②✐♠✐❧❛❝❤❛❛❝❡ ❛♥❞♦♠❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥✲
❛✐♦♥❡♦✳❘❡❣❛❞✐♥❣❤❡❡♦ ♣♦❞✉❝❡❞♦♥❚❡①❉❛❛❡■■✱❤❡ ♦♥❣❞✐♦✐♦♥
♦❢❛♥✐♠♣♦❛♥♥✉♠❜❡♦❢✐♠❛❣❡❛♥❞❤❡ ♠❛❧ ✐③❡♦❢♦♠❡♦❢❤❡♠❡❞✉❝❡❝♦♥✲
✐❞❡❛❜❧②❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✇❤✐❧❡ ❤❡❝✉❝✐❛❧❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣
❡♠❛✐♥ ❤❡♠❛❥♦❝❛✉❡♦❢❡♦✳
❲❡❛❧ ♦❝♦♠♣❛❡❞❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢♦✉ ❛♣♣♦❛❝❤✇✐❤ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞
❬❙●❉✵✾✱❲❇✶✵❪❛♥❞❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡✭❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡❖❈❘❛♥❞❚❡ ❡✲
❛❝❖❈❘✮✳❘❡✉❧ ♦❢❤❡❡❝♦♠♣❛✐♦♥❛❡❡♣♦❡❞✐♥❛❜❧❡✹✳✺✳❙✐♥❝❡❙❛❞❛♥❡❡
❛❧✳❬❙●❉✵✾❪❛♥❞❲❛♥❣❡❛❧✳❬❲❇✶✵❪❤❛✈❡❞❡✐❣♥❡❞❤❡✐♠❡❤♦❞ ♦❡❝♦❣♥✐③❡✐♥❣❧❡
✇♦❞ ✐♥♥❛✉❛❧❝❡♥❡✐♠❛❣❡✱❝♦♠♣❛✐♦♥✇✐❤ ❤❡❡♣❡✈✐♦✉❧②♣✉❜❧✐❤❡❞ ❛❡✲
♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞❛❡❞♦♥❡♦♥❧②♦♥❤❡♣✉❜❧✐❝❞❛❛❜❛❡■❈❉❆❘✷✵✵✸✭❤❡✏❝❛♣✐♦♥✑
❡① ✈✐❞❡♦❞❛❛❡❝♦♥❛✐♥♠❛✐♥❧②✐♠❛❣❡ ✇✐❤❡♥❡♥❝❡✮✳■♥❤❡❡❝♦♠♣❛✐♦♥✱✇♦
♠♦❡❡①♣❡✐♠❡♥ ✇❡❡♣❡❢♦♠❡❞♦♥❚❡①❉❛❛❡■■✱❡✈❛❧✉❛✐♥❣❤❡✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡❛✐♥❬❙●❉✵✾❪❛♥❞❬❲❇✶✵❪✭❛❛❡♠✐♥❞❡❡①♣❡✐♠❡♥ ❡♣♦❡❞✐♥❛❜❧❡✹✳✹❤❛✈❡
❜❡❡♥❞♦♥❡♦♥❤❡❢✉❧ ❚❡①❉❛❛❡■■✮✳❚❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘✐❤❡♥❝❡❛❧♦
❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❤❡901✐♠❛❣❡ ❡❧❡❝❡❞✐♥❬❙●❉✵✾❪✭❊①♣✶✮❛♥❞♦♥❤❡1,065✐♠❛❣❡ ❡✲
❧❡❝❡❞✐♥❬❲❇✶✵❪✉✐♥❣❤❡❛♠❡❧❡①✐❝♦♥✱❝❡❛❡❞❢♦♠❛❧ ❤❡✇♦❞ ❤❛❛♣♣❡❛✐♥❤❡
❡ ❡❛✐♥❬❲❇✶✵❪✭❊①♣✷✮✳❚❤❡❡❞✐✛❡❡♥ ❡ ❤♦✇❤❛♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞
❖❈❘②✐❡❧❞✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❝❧♦❡♦❤❡♦♥❡♦❜❛✐♥❡❞❜②♦❤❡ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛
♠❡❤♦❞✳■♥❞❡❡❞✱♦✉♠❡❤♦❞❛♥❞❙❛❞❛♥❡❡❛❧✳✬♦♥❡♦❜❛✐♥✐♠✐❧❛✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡✭✇✐❤❧❡ ❤❛♥1%♦❢❞✐✛❡❡♥❝❡✮❛♥❞❢❛✐❧♦❡❝♦❣♥✐③❡❛❧♠♦ ❤❡ ❛♠❡❡①✱
✇❤❡❡❜♦❤❡❣♠❡♥❛✐♦♥♠❡❤♦❞♣♦❞✉❝❡❢❛❧❡❡♣❛❛✐♦♥❜❡✇❡❡♥❝❤❛❛❝❡✳❘❡✲
✻✷ ❈❍❆ ❚❊❘✹✳ ❚❍❊❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆✲❇❆❙❊❉❆ ❘❖❆❈❍
❚❛❜❧❡✹✳✺✿❈♦♠♣❛✐♦♥♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❖❈❘②❡♠ ♦ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞❛♥❞
❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡✿ ❈❘❘❛♥❞ ❲❘❘♠❡❛♥❡♣❡❝✐✈❡❧②❝❤❛❛❝❡❛♥❞✇♦❞
❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✭♦♥❧② ❲❘❘❛❡❡♣♦❡❞❢♦❡①♣❡✐♠❡♥ ♦♥❚❡①❉❛❛❡■■✱✐♥❝❡
❈❤❛❛❝❡❘❘ ❛❡♥♦♣♦✈✐❞❡❞❢♦♦❤❡♠❡❤♦❞✮✳
❚❡①❉❛❛❡ ■ ❚❡①❉❛❛❡ ■■
❊①♣✶ ❊①♣✷❖❈❘ ② ❡♠
❈❘❘ ❲❘❘ ❲❘❘ ❲❘❘
❙❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘ ✾✺✳✸✸✪ ✽✼✳✽✸✪ ✺✸✳✷✽✪ ✺✾✳✻✸✪
❙❛❞❛♥❡❡❛❧✳❬❙●❉✵✾❪ ✲ ✲ 54.13% ✲
❲❛♥❣ ❡❛❧✳❬❲❇✶✵❪ ✲ ✲ ✲ 59.20%
❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡ ❖❈❘ 95.03% 87.70% ✲ 42.80%
❚❡ ❡❛❝❖❈❘ 88.57% 70.01% ✲ 35.00%
❣❛❞✐♥❣❲❛♥❣❡❛❧✳✬♠❡❤♦❞✱❡✈❡♥❤♦✉❣❤✐❛✈♦✐❞❛♥②❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡♣✱✐♦❜❛✐♥
♥❡❛❧②❤❡❛♠❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡❛ ❤❡♦♥❡❛❝❤✐❡✈❡❞✇✐❤♦✉❖❈❘ ❝❤❡♠❡✳
❈♦♥❝❡♥✐♥❣❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘②❡♠✱♥❛♠❡❧②❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡❛♥❞❚❡❡❛❝✱
♥♦✐❝❡❤❛✱❞✉❡♦♣❛❝✐❝❛❧✐✉❡✱❤❡❡❖❈❘✇❡❡♥♦ ❛✐♥❡❞♦♥❤❡❛♠❡❞❛❛❡
❛♦✉✳ ❆ ❤♦✇♥✐♥❛❜❧❡✹✳✺✱❡✉❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞♦♥✏❝❛♣✐♦♥✑❡① ✐♥❚❡①❉❛❛❡■
❤♦✇ ❤❛ ❤❡❖❈❘❤❛✇❡♣♦♣♦❡♦✉♣❡❢♦♠ ❤❡❚❡ ❡❛❝❖❈❘✇✐❤♠♦❡❤❛♥
+17%♦❢✇♦❞❝♦❡❝❧②❡❝♦❣♥✐③❡❞✳❘❡❣❛❞✐♥❣❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡✱❤✐ ②❡♠♦❜✲
❛✐♥❛✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢87.70%✭❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣♦95.03%♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣✲
♥✐✐♦♥❛❡✮✇❤✐❝❤✐ ❧✐❣❤❧②❧♦✇❡ ❤❛♥❤❡♦♥❡♦❜❛✐♥❡❞❜②♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞
❖❈❘ ②❡♠✭✐✳❡✳✱87.83%❛♥❞95.33%♦❢✇♦❞❛♥❞❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✮✳■♥❤❡
❝❛❡♦❢✏❝❡♥❡✑❡① ✐♥❚❡①❉❛❛❡■■✱❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡❛♥❞❚❡❡❛❝❡✈❛❧✉❛❡❞
❜② ❲❛♥❣❡❛❧✳❬❲❇✶✵❪♦❜❛✐♥♣♦♦ ❡✉❧ ✇✐❤❧❡ ❤❛♥45%♦❢✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡✳ ❈♦♠♣❛❡❞♦ ❤✐ ♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘✱♦✉❖❈❘❛❝❤✐❡✈❡ ❢❛
❜❡❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡✇✐❤♠♦❡❤❛♥+17%♦❢✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳ ❍❡♥❝❡✱❞❡♣✐❡
❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡ ❛❝❤✐❡✈❡❣♦♦❞❡✉❧ ♦♥✏❝❛♣✐♦♥✑❡①✱♦✉❖❈❘ ②❡♠♣♦✈❡
✐ ❣❡❛❛❜✐❧✐②♦❤❛♥❞❧❡❜♦❤✏❝❛♣✐♦♥✑❛♥❞✏❝❡♥❡✑❡①✳
✹✳✻✳✸ ❈♦♥ ✐❜✉✐♦♥♦❢❤❡❧✐♥❣✉✐ ✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡
■♥❤❡♣❡✈✐♦✉ ✉❜❡❝✐♦♥✱✇❡❤❛✈❡❣✐✈❡♥❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡❢✉❧♣♦♣♦❡❞❖❈❘
❝❤❡♠❡❛♥❞❝♦♠♣❛❡✐ ♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ♦❤♦❡♦❢♦❤❡ ❡①✐✐♥❣♠❡❤♦❞ ❛♥❞♦♠❡
❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡✳■♥❤✐ ✉❜❡❝✐♦♥✱✐♥♦❞❡ ♦❜❡❡✉♥❞❡ ❛♥❞❤❡❝❛✲
♣❛❝✐✐❡♦❢♦✉❖❈❘ ❝❤❡♠❡✇❡❢♦❝✉♦♥❤❡❡✈❛❧✉❛✐♦♥♦❢❤❡❝♦♥✐❜✉✐♦♥♦❢❤❡
❧✐♥❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❤❛❤❛❜❡❡♥✐♥❝♦♣♦❛❡❞✐♥✱✐✳❡✳✱❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧❛♥❞❤❡
✉❡♦❢❤❡❞✐❝✐♦♥❛②✳ ❲❡✜ ♣❡❡♥ ❤❡❞❡❡♠✐♥❛✐♦♥♦❢❤❡♦♣✐♠❛❧♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧
✭✇✐❤✐ ❜❡ ♣❛❛♠❡❡✮✱❤❡♥❡✈❛❧✉❛❡✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡♦♥❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
❚❤❡✉❡♦❢❛❞✐❝✐♦♥❛②✐✜♥❛❧②✐♥✈❡ ✐❣❛❡❞❤✐❣❤❧✐❣❤✐♥❣✐ ❝♦♥✐❜✉✐♦♥✳
■♥❊✳✹✳✶✷✱✇♦♣❛❛♠❡❡ γ❛♥❞δ✇❡❡✐♥♦❞✉❝❡❞♦❝♦♥♦❧❤❡❡❧❛✐✈❡✐♠♣♦✲
✹✳✻✳ ❊❳❊❘■▼❊◆❚❆▲❘❊❙❯▲❚❙ ✻✸
❛♥❝❡♦❢❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧❛♥❞❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥❤②♣♦❤❡✐✳❉✐✛❡❡♥❡①♣❡✐♠❡♥
✇❡❡♣❡❢♦♠❡❞ ♦❞❡❡♠✐♥❡ ❤❡✐ ♦♣✐♠❛❧✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡❜❡ ♣❡❢♦♠❛♥❝❡✇❛ ♦❜✲
❛✐♥❡❞✇✐❤γ=0.2❛♥❞δ=2✳◆♦✐❝❡❤❛✇❤❡♥δ✐❧♦✇✭✉♥❞❡2✮✱❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡
❡♥❞♦❞❡❝❡❛❡❞✉❡♦✉❜✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥✱❛♥❞✇❤❡♥✐✐❤✐❣❤✭♦✈❡ 2✮✱❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡❛❧♦❞❡❝❡❛❡❜❡❝❛✉❡♦❢♦✈❡✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳
■♥♦❞❡ ♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡✐♥✢✉❡♥❝❡♦❢ ❤❡♣❛❛♠❡❡ n✭❤❡♦❞❡ ♦❢❤❡♥✲❣❛♠
♠♦❞❡❧✱✇❤✐❝❤❝♦ ❡♣♦♥❞ ♦❤❡❧❡♥❣❤♦❢❤❡❝♦♥✐❞❡❡❞❝❤❛❛❝❡❝♦♥❡①❤✐ ♦②✮✱
❜✐✲❣❛♠✭❡✐♠❛✐♥❣❛❜♦✉1,350♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡✮✱ ✐✲❣❛♠✭❡✐♠❛✐♥❣❛❜♦✉12,800
♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡✮❛♥❞✉❛❞✐✲❣❛♠✭❡✐♠❛✐♥❣❛❜♦✉200,000♣♦❜❛❜✐❧✐✐❡✮♠♦❞❡❧✇❡❡
❡①♣❡✐♠❡♥❡❞✳◆♦✐❝❡❤❛ ❤❡❡❡①♣❡✐♠❡♥✇❤❡❡♣❡❢♦♠❡❞✐♥❡❣❛✐♥❣❤❡ ❛✐♥❡❞
❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧❜✉ ♥♦❞✐❝✐♦♥❛②✐♥♦❞❡ ♥♦ ♦✐♥✢✉❡♥❝❡ ❤❡✐ ❝♦♥✐❜✉✐♦♥❜②
❛♥♦❤❡ ♦✉❝❡♦❢❧✐♥❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❆ ❤♦✇♥✐♥❛❜❧❡✹✳✻✱❤❡❜❡ ✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❢♦❜♦❤❞❛❛❡ ✐♦❜❛✐♥❡❞
✇✐❤ ❤❡ ✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧✳ ❆❝✉❛❧②✱ ❤❡♣♦♦ ❝♦♥❡①✭♦♥❧②♦♥❡♣❡❞❡❝❡♦✮✐♥❤❡
❜✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧✱❡✈❡♥✐❢✐✐♠♣♦✈❡ ❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ✱❡❡♠♥♦ ♦❜❡✉✣❝✐❡♥
♦❡♠♦✈❡❛♠❜✐❣✉✐✐❡ ❡❧❛❡❞♦❤❡❧♦❝❛❧❝❤❛❛❝❡❜②❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✳ ❚❤❡
✉❛❞✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧❛❧♦♣❡♠✐ ♦✐♥❝❡❛❡❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡❜❛❡❧✐♥❡②❡♠
✭✇✐❤♦✉❛♥②❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✮✳❍♦✇❡✈❡✱✐❞♦❡♥♦✐♠♣♦✈❡❡✉❧ ❝♦♠♣❛❡❞♦❤❡
✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧✇❤✐❝❤✐❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✳❋♦ ❤❡❡❡❛♦♥✱❤❡ ✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧✐❝❤♦❡♥
❢♦ ❤❡❡ ♦❢❤❡❡①♣❡✐♠❡♥✳
❚❛❜❧❡✹✳✻✿❊✈❛❧✉❛✐♦♥♦❢❤❡✐♥✢✉❡♥❝❡♦❢❤❡♦❞❡♦❢❤❡❝❤❛❛❝❡♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧♦♥
❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✿❜❛❡❧✐♥❡②❡♠❝♦❡♣♦♥❞ ♦♦✉❖❈❘✇✐❤♦✉❛♥②
❧✐♥❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❚❡①❉❛❛❡■ ❚❡①❉❛❛❡■■♥✲❣❛♠ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘
❇❛❡❧✐♥❡②❡♠ 88.14% 63.04% 61.12% 34.75%
❇✐✲❣❛♠ 91.83% 67.53% 62.58% 36.28%
❚✐✲❣❛♠ 95.56% 85.80% 65.33% 41.19%
◗✉❛❞✐✲❣❛♠ 94.01% 80.64% 63.91% 38.46%
❲❤❡♥✐♥❝♦ ♣♦❛❡❞✐♥❤❡❖❈❘❝❤❡♠❡✭❝❢✳❛❜❧❡✹✳✻✮✱❤❡ ✐✲❣❛♠♠♦❞❡❧♣❡♠✐
♦✐♠♣♦✈❡❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦♥❜♦❤❚❡①❉❛❛❡■❛♥❞❚❡①❉❛❛❡■■❜②
❡♣❡❝✐✈❡❧②❛❜♦✉22%❛♥❞7%♦❢✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳ ❋✐❣✳✹✳✶✻♣❡❡♥ ♦♠❡
❝♦❡❝✐♦♥♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤❤✐✐♥❡❣❛✐♦♥❀♦♠❡❝♦♥❢✉✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ✐♠✐❧❛❝❤❛❛❝❡
✭❡✳❣✳✱✏✐✑❛♥❞✏❥✑✮❛❡❡♠♦✈❡❞✱❛♥❞♦✈❡✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥✭❡✳❣✳✱❢♦✏✑✮❛❡❡❧✐♠✐♥❛❡❞✳
❍♦✇❡✈❡✱❡♦ ❛♦❝✐❛❡❞✇✐❤✏❛❝❝✉❛❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✑✭❡✳❣✳✱❤❡ ♣❛❝❡❜❡✇❡❡♥
✏❚✑❛♥❞✏♦✑✐♥❤❡✇♦❞✏❚♦②♦❛✑✮❡♠❛✐♥❞✐✣❝✉❧ ♦❝♦❡❝❛♥❞❣❡♥❡❛❧②❤❡②❡♠
❢❛✐❧ ♦✜♥❞❤❡✐❣❤✇♦❞✳
❋✐♥❛❧②✱✇❡❡✈❛❧✉❛❡❞❤❡✐♠♣❛❝♦❢❤❡✉❡♦❢❛❞✐❝✐♦♥❛②✖❛♥♦❤❡❦✐♥❞♦❢❧✐♥✲
❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✖❢♦❚❡①❉❛❛❡■✳❖❜✈✐♦✉❧②✱❡①♣❡✐♠❡♥ ❞❡♠♦♥ ❛❡❞❤❛♦✉
②❡♠❝❛♥❜❡✐♠♣♦✈❡❞✇❤❡♥❛❞✐❝✐♦♥❛②✐✉❡❞✭❝❢✳ ❛❜❧❡✹✳✼✮✳ ❚❤❡②❛❧♦❤♦✇
95.33% 87.83%
0.23%
88.14% 63.04%
95.56% 85.80%
95.33% 87.83%
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❈❤❛♣❡✺
❚❤❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❛♣♣♦❛❝❤
✺✳✶ ■♥ ♦❞✉❝✐♦♥
❖✉ ✜ ❖❈❘ ②❡♠❡❧✐❡❞♦♥❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥♦❢❡①✐♠❛❣❡✐♥♦✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❝❤❛✲
❛❝❡✳❚❤♦✉❣❤❝❤❛❛❝❡ ❛❡❡❣♠❡♥❡❞❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡❧♦❝❛❧♠♦♣❤♦❧♦❣②♦❢❤❡
✐♠❛❣❡✱❡♥❛❜❧✐♥❣♠♦❡❛❝❝✉❛❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥✱✐♥❤❡❝❛❡♦❢❡①✐♠❛❣❡✇✐❤ ♦♥❣
❞✐ ♦✐♦♥✭✉❝❤❛♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❡①✱❡❡❋✐❣✳✹✳✶✺✮✱❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ❡✲
♠❛✐♥ ❧♦✇✳ ❚❤✐❢❛❝❝❛♥❜❡❥✉✐✜❡❞❜②❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣❤❛ ❝❛♥
❧❡❛❞♦♣♦❡♥✐❛❧✉♥❞❡✲♦♦✈❡✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥♣♦❞✉❝✐♥❣❡✈❡❛❧❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡♦
✭❤❡❛♥❛❧②✐♦❢❡♠❛✐♥✐♥❣❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡♦ ❞❡♠♦♥ ❛❡❞❤❛♦✈❡62%♦❢❤❡♠❛❡
❞✉❡♦✇♦♥❣❡❣♠❡♥❛✐♦♥✮✳
■♥♦❞❡ ♦❛❝❦❧❡❤✐❞✐✣❝✉❧②✱✇❡♣♦♣♦❡❛❡❝♦♥❞❖❈❘②❡♠❤❛❛✈♦✐❞❛♥②
❡①♣❧✐❝✐❧②❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❛♥❞❛❞❞❡❡ ❤❡♣♦❜❧❡♠✐♥❛✇❛②❞✐✛❡❡♥❢♦♠
♠❛✐♥♣✐♦❛♣♣♦❛❝❤❡✭❤❛❛❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞✮✳ ❯✐♥❣❛♠✉❧✐✲❝❛❧❡❝❛♥♥✐♥❣
♣♦❝❡✱♦✉ ❡❝♦♥❞♠❡❤♦❞❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡ ❞✐❡❝❧②❛ ❤❡✐❛♣♣♦♣✐❛❡❝❛❧❡
❛♥❞♣♦✐✐♦♥✇✐❤✐♥❤❡✇❤♦❧❡❡①✐♠❛❣❡✳
❋✐❣✉❡✺✳✶✿❚❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘❝❤❡♠❡✳
❚❤✐ ❝❤❛♣❡♣❡❡♥ ❤✐ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤❛♥❞❞❡❛✐❧✐❞✐✛❡❡♥ ❡♣✳
❆ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✳✺✳✶✱❡①✐♠❛❣❡❛❡✜ ❝❛♥♥❡❞✉✐♥❣❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇❛✈❛✐♦✉
✻✼
✻✽ ❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ❚❍❊❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆✲❋❘❊❊❆ ❘❖❆❈❍
❝❛❧❡✭❝❢✳❡❝✐♦♥✺✳✷✮✳❖❜❛✐♥❡❞✇✐♥❞♦✇❛❡❤❡♥❝❧❛ ✐✜❡❞✭❝❢✳❡❝✐♦♥✺✳✸✮❛♥❞❡♣✲
❡❡♥❡❞❜②♠❡❛♥♦❢❛❣❛♣❤♠♦❞❡❧✐♥♦❞❡ ♦❡❝♦❣♥✐③❡❡① ✭❝❢✳✉❜❡❝✐♦♥✺✳✹✳✶✮✳
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❝❤❛❛❝❡ ❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣ ♦❤❡♠♦ ♣♦❜❛❜❧❡♦✉❡✭✐✳❡✳✱❤❡♣❛❤♦ ❡✉❡♥❝❡♦❢
✉❝❝❡ ✐✈❡❛❝ ❤❛ ♦❜❛✐♥ ❤❡❤✐❣❤❡ ❝♦❡✮✳■♥♣❛❝✐❝❡✱♦❞❡❡♠✐♥❡ ❤❡♠♦
♣♦❜❛❜❧❡❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ❤❡❝❧❛ ✐❝❛❧❱✐❡❜✐❛❧❣♦✐❤♠✐❛♣♣❧✐❡❞♦♥❤❡❣❛♣❤
❡❛❝❤✐♥❣❤❡❜❡ ♣❛❤❤❛❛✈♦✐❞❡❞❣❡♦❢♥♦♥✏✈❛❧✐❞✑❝❤❛❛❝❡✳
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Cˆ = argmax
∑
i
(log(sbori ) + log(p(wi|ci)) + γ · log(p(ci|φ(hn(i)))) + δ) J!,LK
✼✻ ❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ❚❍❊❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆✲❋❘❊❊❆ ❘❖❆❈❍
✇❤❡❡Cˆ=c1,c2,..,cl✐ ❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ♦❢❧❡♥❣❤l✱sbori ✐ ❤❡❝♦❡♦❢❤❡❜♦❞❡ ♦❢❤❡✇✐♥❞♦✇wi✱p(wi|ci)✐❤❡❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥❡✉❧♦❢wi✭♥❛♠❡❧②
❤❡♦✉♣✉ ♦❢❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✱✐♥❝❡✇✐♥❞♦✇❧❛❜❡❧❡❞❛✏❣❛❜❛❣❡✑❛❡❞✐❝❛❞❡❞✮✱
p(ci|φ(hn(i)))✐❤❡♣♦❜❛❜✐❧✐②♣♦✈✐❞❡❞❜②❤❡♥✲❣❛♠♠♦❞❡❧✱γ❛♥❞δ❛❡♣❛❛♠❡❡
❡♣❡❝✐✈❡❧②❡♥❝♦❞✐♥❣❤❡✇❡✐❣❤♦❢❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧❛♥❞❝♦♠♣❡♥❛✐♥❣♦✈❡✲❛♥❞
✉❜✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳
■♥♦❞❡ ♦❡❞✉❝❡❝❤❛❛❝❡❝♦♥❢✉✐♦♥❡♦✱❢♦❡❛❝❤✇✐♥❞♦✇❝♦♥❛✐♥✐♥❣❛✏✈❛❧✐❞✑
❝❤❛❛❝❡✱❤❡❜❡ ✜✈❡❡♣♦♥❡♦❢❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡❛❡❝♦♥✐❞❡❡❞✐♥❤❡❣❛♣❤❛♥❞
❛❞✐✛❡❡♥ ❝♦❡✐❝♦♠♣✉❡❞♣❡ ❡♣♦♥❡✳ ❯✐♥❣❤❡❡❝♦❡✱❛❧♣❛❤ ❛✈♦✐❞✐♥❣
✇✐♥❞♦✇ ❧❛❜❡❧❡❞❛✏❣❛❜❛❣❡✑❛❡❡✈❛❧✉❛❡❞❛♥❞❤❡♦♣✐♠❛❧❡①✐✜♥❛❧②♦❜❛✐♥❡❞
✉✐♥❣❤❡❱✐❡❜✐❛❧❣♦✐❤♠✇❤✐❝❤♣❡♠✐ ♦❛❦❡✐♥♦❛❝❝♦✉♥♣♦✐✐♦♥❛♥❞❝❛❧❡
♦❢✇✐♥❞♦✇✱❤❡✐ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ✱❛♥❞♦♠❡❧❛♥❣✉❛❣❡♣♦♣❡✐❡♣♦✈✐❞❡❞❜②❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✇♦❝❤❛❛❝❡♥✲❣❛♠❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✉❡❞✐♥♦✉❡①♣❡✐♠❡♥ ♦♥❉❛❛❡■
❛♥❞❉❛❛❡■■❛❡❤❡❛♠❡♦♥❡❛✐♥❤❡♣❡✈✐♦✉❝❤❛♣❡✭❡❡❡❝✐♦♥✹✳✺✳✷✮✳
✺✳✺ ❊①♣❡✐♠❡♥❛❧ ❡✉❧
❚❤✐ ❡❝✐♦♥❡♣♦ ❤❡❡✈❛❧✉❛✐♦♥♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘②❡♠
♦♥❜♦❤❞❛❛❡✿❤❡✏❝❛♣✐♦♥✑❡① ♦❢❉❛❛❡■❛♥❞❤❡✏❝❡♥❡✑❡① ♦❢❉❛❛❡■■✳
❆❢❡❛♣❡❡♥❛✐♦♥♦❢❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡♣♦♣♦❡❞✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✇✐♥❞♦✇❝❧❛✐✲
✜❡✱❤❡❝♦♠♣❧❡❡❖❈❘②❡♠✐❡✈❛❧✉❛❡❞❛♥❞❝♦♠♣❛❡❞♦ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞✱
❡♠♣❤❛✐③✐♥❣❤❡❜❡♥❡✜ ❛♥❞❤❡❧✐♠✐ ♦❢❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡♣❜②❝♦♠♣❛✲
✐♥❣❤❡❡✉❧ ♦❢❤✐ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘❛♥❞♦❢♦✉✜ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞♦♥❡✳
❚❤❡❝♦♥ ✐❜✉✐♦♥♦❢❤❡❞✐✛❡❡♥♣♦❝❡✐♥❣ ❡♣✭❤❡♠✉❧✐✲❝❛❧❡❝❛♥♥✐♥❣❝❤❡♠❡✱
❤❡❝♦♠♣✉❛✐♦♥♦❢♥♦♥❧✐♥❡❛✇✐♥❞♦✇❜♦❞❡ ❛♥❞❤❡✐♥❡❣❛✐♦♥♦❢❤❡❧✐♥❣✉✐ ✐❝
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✐♥❝♦♣♦❛❡❞✐♥❤❡❖❈❘❛❡✜♥❛❧②❤✐❣❤❧✐❣❤❡❞✳
✺✳✺✳✶ ❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡✇✐♥❞♦✇❝❧❛ ✐✜❡
❖✉ ✇✐♥❞♦✇❝❧❛ ✐✜❡❝♦♥✐ ✐♥❝♦♠❜✐♥✐♥❣❤❡❲❈❈♦♥✈◆❡✱✇❤♦❡❛❦✐ ♦✐❞❡♥✐❢②
✇✐♥❞♦✇ ❝♦♥❛✐♥✐♥❣❣❛❜❛❣❡❛♥❞✇✐♥❞♦✇✇✐❤✏✈❛❧✐❞✑❝❤❛❛❝❡✱❛♥❞❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡
✇❤✐❝❤ ❡❝♦❣♥✐③❡❝❧❛❡♦❢✐❞❡♥✐✜❡❞✏✈❛❧✐❞✑❝❤❛❛❝❡✳❍❡♥❝❡✱❤✐ ✉❜❡❝✐♦♥❢♦❝✉❡
♦♥❤❡ ❛✐♥✐♥❣❛♥❞❡✈❛❧✉❛✐♦♥♦❢❜♦❤②♣❡♦❢❈♦♥✈◆❡ ✭❡❡❛❜❧❡✺✳✶✮✳
❚✇♦ ❲❈❈♦♥✈◆❡ ✇❡❡ ❛✐♥❡❞♦❝❧❛✐❢②✇✐♥❞♦✇✐♥❉❛❛❡■❛♥❞❉❛❛❡■■✳
❚❤❡✜ ♦♥❡✇❛ ❛✐♥❡❞♦♥❈❤❛❉❛❛❡■❛♥❞●❛❜❉❛❛❡■✭✇❤✐❝❤❝♦♥❛✐♥✐♠❛❣❡
♦❢♥♦♥✲✈❛❧✐❞❝❤❛❛❝❡✮✇❤✐❧❡❤❡ ❡❝♦♥❞✇❛ ❛✐♥❡❞♦♥❈❤❛❉❛❛❡■■❛♥❞●❛❜✲
❉❛❛❡■■✳■♥❜♦❤❡①♣❡✐♠❡♥✱❤❡❞❛❛❡ ✇❡❡❞✐✈✐❞❡❞❛♥❞♦♠❧②✐♥♦❤❡❡✉❜❡✿
❛ ❛✐♥✐♥❣❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣80%♦❢❤❡✐♠❛❣❡✱❛✈❛❧✐❞❛✐♦♥❡❛♥❞❛❡ ❡✱❝♦♥❛✐♥✐♥❣
❡❛❝❤10%♦❢❤❡✐♠❛❣❡✳❚❤❡ ❛✐♥✐♥❣❛♥❞❤❡✈❛❧✐❞❛✐♦♥❡ ❛❡✉❡❞♦ ❛✐♥❤❡
❲❈❈♦♥✈◆❡ ❛♥❞❤❡❡ ❡ ❡✈❡ ♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
✺✳✺✳ ❊❳❊❘■▼❊◆❚❆▲❘❊❙❯▲❚❙ ✼✼
❚❛❜❧❡✺✳✶✿❈❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡ ❲❈❈♦♥✈◆❡❛♥❞❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✿❘❘
♠❡❛♥ ❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✳
❈❤❛❛❝❡ ❘❘
✭❈❤❛❉❛❛❡■✱●❛❜❉❛❛❡■✮ ✭❈❤❛❉❛❛❡■■✱●❛❜❉❛❛❡■■✮
❲❈❈♦♥✈◆❡ 87.99% 79.23%
❈❘❈♦♥✈◆❡ 98.04% 85.13%
❆ ❤♦✇♥✐♥❛❜❧❡✺✳✶✱❡✉❧ ♦❜❛✐♥❡❞♦♥❉❛❛❡■❛❡❜❡❡ ❤❛♥❤♦❡♦❜❛✐♥❡❞
♦♥❉❛❛❡■■✭❛❜♦✉9%♦❢❞✐✛❡❡♥❝❡✮✳❚❤✐✐❞✉❡♦❤❡❤✐❣❤✈❛✐❛❜✐❧✐②♦❢✏❝❡♥❡✑
❡① ✭✐✳❡✳✱❉❛❛❡■■✮❝♦♠♣❛❡❞♦✏❝❛♣✐♦♥✑❡① ✭✐✳❡✳✱❉❛❛❡■✮✳■♥❞❡❡❞✱❤❡❡✐✲
♦✉❞✐ ♦✐♦♥♣❡❡♥✐♥♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❡①✐♠❛❣❡♠❛❦❡ ♦♠❡❝❤❛❛❝❡ ❧♦♦❦✐♥❣
❧✐❦❡✏❣❛❜❛❣❡✑✱❤✉♠❛❦✐♥❣✐ ❞✐✣❝✉❧❢♦ ❤❡ ❲❈❈♦♥✈◆❡ ♦❞✐✐♥❣✉✐❤❤❡♠❢♦♠
✏❣❛❜❛❣❡✑✳ ◆♦✐❝❡❤❛ ❤❡ ❲❈❈♦♥✈◆❡ ♦✉♣✉ ❤❡❤♦❧❞❤❛ ❜❡❡♥❝❤♦❡♥♦❡♠✲
♣❤❛✐③❡❤❡ ❡❝❛❧✭❤❡ ❛❡♦❢✈❛❧✐❞❝❤❛❛❝❡ ❝♦❡❝❧②❝❧❛✐✜❡❞✮✱✐♥❝❡❛♥②✈❛❧✐❞
❝❤❛❛❝❡❝❧❛✐✜❡❞❛❣❛❜❛❣❡✇✐❧❜❡❞✐❝❛❞❡❞✐♥ ❤❡❣❛♣❤✳❋✐❣✳✺✳✽❤♦✇ ♦♠❡
❝♦♥❢✉✐♥❣❝❤❛❛❝❡ ✐♥❉❛❛❡■■✳
❋✐❣✉❡✺✳✽✿❊①❛♠♣❧❡♦❢❝♦♥❢✉✐♥❣❝❤❛❛❝❡ ✭❤❛❝❛♥❜❡✐❞❡♥✐✜❡❞❛❣❛❜❛❣❡✮♦❢
❈❤❛❉❛❛❡■■✳
❚❤❡ ❛✐♥✐♥❣♦❢❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✇❛ ♣❡❡♥❡❞✐♥❤❡♣❡✈✐♦✉❝❤❛♣❡✐♥✉❜❡❝✲
✐♦♥✹✳✻✳✶✳❚❛❜❧❡✺✳✶❡♠✐♥❞♦❢❤❡♦❜❛✐♥❡❞♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
✺✳✺✳✷ ❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘
❯✐♥❣❤❡❞✐✛❡❡♥♣♦❝❡✐♥❣ ❡♣✐♥❝♦♣♦❛❡❞✐♥♦✉❖❈❘ ②❡♠✱❤❡ ❡❝♦❣♥✐✲
✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡❝❛♥♥♦✇❜❡❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❚❡①❉❛❛❡■❛♥❞❚❡①❉❛❛❡■■✳❋✐❣✳✺✳✾
♣❡❡♥ ❛♥❡①❛♠♣❧❡♦❢❛❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①❛♥❞✐❧✉ ❛❡ ❤❡❡✉❧✐♥❣❜❡♣❛❤✇✐❤✐♥
❤❡❣❛♣❤♠♦❞❡❧✳◆♦❡❤❛❞✐✛❡❡♥γ❛♥❞δ✈❛❧✉❡✇❡❡❡❡❞✭❡❡❊✳✺✳✶✮✱❛♥❞
❤♦❡②✐❡❧❞✐♥❣♦❜❡ ❡✉❧ ✇❡❡❡❛✐♥❡❞✭γ=0.2❛♥❞δ=1.2✮✳
❊①♣❡✐♠❡♥❝❛✐❡❞♦✉♦♥❚❡①❉❛❛❡■✭❝❢✳❛❜❧❡✺✳✷✮❤♦✇❤❛♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲
❢❡❡❖❈❘♣❡❢♦♠ ✇❡❧♦♥✏❝❛♣✐♦♥✑❡① ❛♥❞♦❜❛✐♥93.55%♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡✱❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣♦❛❜♦✉81%♦❢✇♦❞❝♦❡❝❧②❡❝♦❣♥✐③❡❞✳❚❤❡♣♦♣♦❡❞❖❈❘
❛❧♦❛❝❤✐❡✈❡❣♦♦❞❡✉❧ ♦♥♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❡① ✭❚❡①❉❛❛❡■■✮♦❜❛✐♥✐♥❣❛❝❤❛✲
❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❛❜♦✈❡70%✱❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣♦❛✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢❛❜♦✉
47%✳ ❚❤❡❞✐✛❡❡♥❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡❛❝❤✐❡✈❡❞♦♥ ❤❡✇♦❞❛❛❡ ❝❛♥❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②✇♦♠❛✐♥❢❛❝ ✿
✼✽ ❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ❚❍❊❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆✲❋❘❊❊❆ ❘❖❆❈❍
❋✐❣✉❡✺✳✾✿❊①❛♠♣❧❡♦❢❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✿❤❡✜ ❧✐♥❡❤♦✇ ❤❡ ❡①✐♠❛❣❡✱❜❧❛❝❦
❞♦ ❛❡❤❡✈❡✐❝❡♦❢❤❡❣❛♣❤✱❞✐❡❝❡❞❡❞❣❡ ❡♣❡❡♥ ❤❡❜❡ ♣❛❤♦❜❛✐♥❡❞
✇✐❤❤❡❱✐❡❜✐❛❧❣♦✐❤♠❛♥❞❤❡❧❛ ❧✐♥❡✐❧✉ ❛❡ ❤❡❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇✐❞❡♥✐✜❡❞
❛❝♦♥❛✐♥✐♥❣✏✈❛❧✐❞✑❝❤❛❛❝❡ ❤❡♥❡❝♦❣♥✐③❡❞✇✐❤❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✳
• ❤❡✇✐♥❞♦✇❝❧❛ ✐✜❡✖♥❛♠❡❧② ❤❡❲❈❈♦♥✈◆❡❛♥❞❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✖♣❡ ❢♦♠
❜❡❡♦♥❈❤❛❉❛❛❡■❤❛♥♦♥❈❤❛❉❛❛❡■■❀
•❚❡①❉❛❛❡■✐❣❡♥❡❛❧②❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❤❛♥❚❡①❉❛❛❡■■✇❤❡❡❤❡❛❦♦❢❤❡
❜❡ ♣❛❤❡❛❝❤❛❧❣♦✐❤♠♦✜♥❞❤❡❝♦❡❝ ❡①✐♣❛✐❝✉❧❛❧②❞✐✣❝✉❧✳
❚❛❜❧❡✺✳✷✿❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘✿❘❘♠❡❛♥❘❡❝♦❣✲
♥✐✐♦♥❘❛❡✳ ❚❡①❉❛❛❡■ ❚❡①❉❛❛❡■■
❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘
❙❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘ 93.55% 81.32% 70.33% 46.72%
❖✉ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧ ✇❡❡❝♦♠♣❛❡❞✇✐❤❤♦❡♦❢✇♦ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞
❬❙●❉✵✾✱❲❇✶✵❪✳❋♦ ❤❡ ❛♠❡❡❛♦♥❛ ❤♦❡❡①♣❧❛✐♥❡❞✐♥✉❜❡❝✐♦♥✹✳✻✳✷✱❤✐
❝♦♠♣❛✐♦♥✇❛ ♣❡❢♦♠❡❞♦♥❧②♦♥❚❡①❉❛❛❡■■✳❚✇♦❡①♣❡✐♠❡♥ ✇❡❡♣❡❢♦♠❡❞✿
✇❡❡✈❛❧✉❛❡♦✉❖❈❘ ❝❤❡♠❡♦♥❤❡901✐♠❛❣❡ ❡❧❡❝❡❞✐♥❬❙●❉✵✾❪✭❊①♣✶✮❛♥❞♦♥
❤❡1,065✐♠❛❣❡ ❡❧❡❝❡❞✐♥❬❲❇✶✵❪✱✉✐♥❣❤❡ ❛♠❡❧❡①✐❝♦♥✱❝❡❛❡❞❢♦♠❛❧ ❤❡
✇♦❞ ❤❛❛♣♣❡❛✐♥❚❡①❉❛❛❡■■❛✐♥❬❲❇✶✵❪✐♥❤❡❛♠❡✇❛②❛♠❡♥✐♦♥❡❞✐♥
✉❜❡❝✐♦♥✺✳✹✳✷✭❊①♣✷✮✳❘❡✉❧ ❛❡❡♣♦❡❞✐♥❛❜❧❡✺✳✸❛♥❞❤♦✇❤❛♦✉❛♣♣♦❛❝❤
❛❝❤✐❡✈❡ ❤❡❜❡ ✇♦❞❛❝❝✉❛❝②✳■♦✉♣❡❢♦♠ ❙❛❞❛♥❡❡❛❧✳✬♦♥❡❬❙●❉✵✾❪✱❤❛
❡❧✐❡♦♥❛❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣✱❜②❛❜♦✉ 3%✳ ❖✉❛♣♣♦❛❝❤❛❧♦②✐❡❧❞
❜❡❡ ❡✉❧ ❤❛♥ ❲❛♥❣❡❛❧✳✬♦♥❡❬❲❇✶✵❪❜②❛❜♦✉7%❡✈❡♥❤♦✉❣❤❤❡✐♠❡❤♦❞
❛✈♦✐❞ ❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥❡♣❛♥❞✉❡❤❛♥❞✲❞❡✐❣♥❡❞❢❡❛✉❡ ♦❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡✳
✺✳✺✳ ❊❳❊❘■▼❊◆❚❆▲❘❊❙❯▲❚❙ ✼✾
❚❤✐ ❞❡♠♦♥ ❛❡ ❤❛♦✉✇✐♥❞♦✇❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥✱❜❛❡❞♦♥❛❝♦♠❜✐♥❛✐♦♥♦❢♥❡✉❛❧
♥❡✇♦❦✱❛♥❞❤❡❜✉✐❧❣❛♣❤♠♦❞❡❧❛❡✇❡❧❛❞❛♣❡❞♦♦✉ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣♦❜❧❡♠✳
❚❤❡♣♦♣♦❡❞❖❈❘✐❛❧♦❝♦♠♣❛❡❞♦✇♦❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡✱♥❛♠❡❧②
❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡ ❛♥❞❚❡❡❛❝✳ ▲❡✉ ❡♠✐♥❞❤❛ ❞✉❡ ♦ ♦♠❡♣❛❝✐❝❛❧✐✲
✉❡✱❤❡❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘✇❡❡♥♦ ❛✐♥❡❞♦♥❤❡❛♠❡❞❛❛❡ ❛♦✉❖❈❘❛♥❞
♦❤❡ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞✳❘❡✉❧ ♦♥❚❡①❉❛❛❡■✭❝❢✳❛❜❧❡✺✳✸✮❤♦✇❤❛♦✉
❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘❛❝❤✐❡✈❡❜❡❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ❤❛♥❚❡ ❡❛❝✭+5%♦❢❝❤❛❛❝✲
❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✮✳❍♦✇❡✈❡✐♣❡❢♦♠ ❧✐❣❤❧②✇♦❡ ❤❛❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡
✭−1.5%♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✮✳❚❤✐❝❛♥❜❡❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②❤❡✉❡♦❢❛❞✐❝✐♦♥❛②
✐♥❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡❛❜❡♥✐♥♦✉❖❈❘✳❈♦♥❝❡♥✐♥❣❡①♣❡✐♠❡♥♦♥❚❡❉❛❛❡■■✱
❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡ ❛♥❞❚❡❡❛❝✱❡✈❛❧✉❛❡❞❜② ❲❛♥❣❡❛❧✳❬❲❇✶✵❪❛♥❞✉✐♥❣❛
❧❡①✐❝♦♥✱❝❡❛❡❞❢♦♠❛❧ ❤❡✇♦❞ ❤❛ ❛♣♣❡❛ ✐♥❚❡①❉❛❛❡■■✱♦❜❛✐♥❡❞❛❜♦✉
42%❛♥❞35%♦❢✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✱✇❤✐❧❡♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘❛❝❤✐❡✈❡
❢❛❜❡❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡✇✐❤+24%❛♥❞+31%✳❍❡♥❝❡✱✇❡❝❛♥❝♦♥❝❧✉❞❡❤❛❞❡♣✐❡
❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡ ❛❝❤✐❡✈❡❣♦♦❞❡✉❧ ♦♥✏❝❛♣✐♦♥✑❡①✱♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡
❖❈❘♣♦✈❡✇✐❤✐ ❣❡❛❛❜✐❧✐②♦❤❛♥❞❧❡❜♦❤✏❝❛♣✐♦♥✑❛♥❞✏❝❡♥❡✑❡①✳
❚❛❜❧❡✺✳✸✿❈♦♠♣❛✐♦♥♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❖❈❘②❡♠♦ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞❛♥❞
❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡✿❘❘♠❡❛♥❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✭❋♦❚❡①❉❛❛❡■■✱♦♥❧②✇♦❞
❘❘ ❛❡❡♣♦❡❞❜❡❝❛✉❡❤❡②❛❡❤❡♦♥❧②♣❡❢♦♠❛♥❝❡❡✈❛❧✉❛❡❞❢♦♦❤❡❡①✐✐♥❣
♠❡❤♦❞✮✳
❚❡①❉❛❛❡■ ❚❡①❉❛❛❡■■
❊①♣✶ ❊①♣✷❖❈❘ ② ❡♠
❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❲♦ ❞❘❘
❙❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘ ✾✸✳✺✺✪ ✽✶✳✸✷✪ ✺✼✳✵✹✪ ✻✻✳✶✾✪
❙❛❞❛♥❡❡❛❧✳❬❙●❉✵✾❪ ✲ ✲ 54.13% ✲
❲❛♥❣ ❡❛❧✳❬❲❇✶✵❪ ✲ ✲ ✲ 59.20%
❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡ ❖❈❘ 95.03% 87.70% ✲ 42.80%
❚❡ ❡❛❝❖❈❘ 88.57% 70.01% ✲ 35.00%
❋✐♥❛❧②✱✇❡❤❛✈❡❝♦♠♣❛❡❞♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘♦♦✉✜ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲
❜❛❡❞♦♥❡✱❞❡❝✐❜❡❞✐♥❝❤❛♣❡✹✱✐♥♦❞❡ ♦❞✐❝✉ ❛♥❞❤✐❣❤❧✐❣❤ ❤❡❜❡♥❡✜ ❛♥❞
❤❡❧✐♠✐ ♦❢❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣✳
❚❛❜❧❡✺✳✹✿❈♦♠♣❛✐♦♥♦❢❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘♦❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞♦♥❡
♣❡❡♥❡❞✐♥❝❤❛♣❡✹✿❘❘♠❡❛♥❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡❛♥❞❈❤❛❝❤❛❛❝❡✳
❚❡①❉❛❛❡■ ❚❡①❉❛❛❡■■❖❈❘ ② ❡♠ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘
❙❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘ ✾✸✳✺✺✪ ✽✶✳✸✷✪ ✼✵✳✸✸✪ ✹✻✳✼✷✪
❙❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘ 95.33% 87.83% 65.33% 41.19%
❘❡✉❧ ♣❡❡♥❡❞✐♥❛❜❧❡✺✳✹❤♦✇❤❛❜♦❤❖❈❘♣❡❢♦♠✇❡❧♦♥✏❝❛♣✐♦♥✑❡①
✽✵ ❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ❚❍❊❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆✲❋❘❊❊❆ ❘❖❆❈❍
✭✐✳❡✳✱❚❡①❉❛❛❡■✮✇✐❤♠♦❡❤❛♥93%♦❢❣♦♦❞❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✭❧❡ ❤❛♥
2%♦❢❞✐✛❡❡♥❝❡✐♥❡♠♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡ ❤❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲
❜❛❡❞❖❈❘✐ ❧✐❣❤❧②❜❡❡✳❚❤✐♣♦✈❡ ❤❛✇❤❡♥ ❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣
✇♦❦✇❡❧✭♣❛ ✐❝✉❧❛❧②♦♥❡①✇✐❤♠❛❧❞✐ ♦✐♦♥❧✐❦❡✏❝❛♣✐♦♥✑❡①✮✱✐❡♥❤❛♥❝❡
❤❡❢♦❧♦✇✐♥❣ ❡♣♦❢❤❡❖❈❘❛♥❞❧❡❛❞ ♦❜❡❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
❖♥ ❤❡❝♦♥❛②✱♣❡❢♦♠❛♥❝❡❛❝❤✐❡✈❡❞♦♥✏❝❡♥❡✑❡① ✭✐✳❡✳✱❚❡①❉❛❛❡■■✮♣♦✐♥
♦✉❛❧❛❣❡❞✐✛❡❡♥❝❡❜❡✇❡❡♥ ❡✉❧ ♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘❛♥❞
♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞♦♥❡✳ ❲❤✐❧❡❤❡✜ ♦♥❡❛❝❤✐❡✈❡ ❛❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡❛❜♦✈❡70%❛♥❞❛✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢❛❜♦✉47%✱❤❡ ❡❝♦♥❞♦♥❡♦❜❛✐♥
65%♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❛♥❞41%♦❢✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳ ❚❤❡❡❡✉❧
❤✐❣❤❧✐❣❤ ❤❡❞❛✇❜❛❝❦♦❢❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣✇❤❡❡❛♥②❡♦❞✐❡❝❧②
✐♥❞✉❝❡❛❞♦♣✐♥ ❤❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❝❝✉❛❝②✳ ❚❤✐ ❧✐♠✐✐❡♥❤❛♥❝❡❞✐♥❤❡ ♣❡❝✐❛❧
❝❛❡♦❢♥❛✉❛❧✏❝❡♥❡✑❡① ✇❤❡❡✐♠❛❣❡❛❡♦❢❡♥❛✛❡❝❡❞❜②✈❛✐♦✉❞✐ ♦✐♦♥
♠❛❦✐♥❣ ❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✈❡②❤❛❞❛♥❞❤✉❧❡❛❞✐♥❣♦❡✈❡❛❧❡♦ ✉❝❤❛♦✈❡✲
❛♥❞✉❜✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥✳❋✐❣✳✺✳✶✵✐❧✉ ❛❡❛♥❡①❛♠♣❧❡♦❢❛✏❝❡♥❡✑❡①✇❤❡❡❤❡
❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘♣♦❞✉❝❡ ❡✈❡❛❧♦✈❡✲❡❣♠❡♥❛✐♦♥❧❡❛❞✐♥❣♦❛❝♦♥✐❞❡✲
❛❜❧❡♥✉♠❜❡♦❢❡♦ ✇❤✐❧❡ ❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘✐❛❜❧❡♦❡❝♦❣♥✐③❡❤❡❝♦❡❝
❡①❝❛♣✉❡❞✐♥❤❡❝❡♥❡✐♠❛❣❡✳
❋✐❣✉❡✺✳✶✵✿❊①❛♠♣❧❡♦❢❛✏❝❡♥❡✑❡① ❡❝♦❣♥✐③❡❞✇✐❤❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘
✭♦♥❤❡❧❡❢✮❛♥❞❤❡❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘✭♦♥❤❡✐❣❤✮✿❤❡❧❡❢♣❛ ✐❧✉ ❛❡
❤❡♦❜❛✐♥❡❞ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✇✐❤✐♥ ❤❡❢✉③③②♠❛♣❛♥❞ ❤❡✜♥❛❧ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡✉❧✱
❛♥❞❤❡ ✐❣❤♣❛ ❤♦✇ ❤❡❝♦♠♣✉❡❞❜❡ ♣❛❤✇✐❤✐♥ ❤❡❣❛♣❤♠♦❞❡❧❛♥❞❤❡
❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✳
✺✳✺✳✸ ❈♦♥ ✐❜✉✐♦♥♦❢✐♥❝♦♣♦❛❡❞♣♦❝❡ ✐♥❣ ❡♣
❆❢❡♣❡❡♥✐♥❣❤❡❣❧♦❜❛❧❖❈❘♣❡❢♦♠❛♥❝❡✱✇❡❡✈❛❧✉❛❡❤❡❡❤❡❝♦♥✐❜✉✐♦♥♦❢
❤❡❞✐✛❡❡♥ ❡♣♦❢❤❡❝❤❡♠❡✳❚♦❤❛❡♥❞✱❤❡❡❡①♣❡✐♠❡♥ ✇❡❡♣❡❢♦♠❡❞ ♦
❤✐❣❤❧✐❣❤ ❤❡✐♥✢✉❡♥❝❡♦❢❤❡❡♣♦❝❡✐♥❣✿
✺✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✽✶
•❚❤❡♠✉❧✐✲❝❛❧❡❝❛♥♥✐♥❣♣♦❝❡ ✭▼❙❙✮❡✈❛❧✉❛❡❞❛❣❛✐♥ ❛❡ ✉✐♥❣♦♥❧②♦♥❡
❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇✐③❡✱
•❚❤❡♥♦♥❧✐♥❡❛ ❜♦❞❡ ❝♦♠♣✉✐♥❣♣❤❛❡✭◆▲❇✮❡✈❛❧✉❛❡❞❛❣❛✐♥ ❛❡ ❝♦♥✐❞✲
❡✐♥❣❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇✇✐❤❧✐♥❡❛❜♦❞❡ ✱
•❚❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✐♥❡❣❛✐♦♥✭▲▼✮✱❡✈❛❧✉❛❡❞❛❣❛✐♥ ❛❡ ❡♠♦✈✐♥❣❤✐
❧✐♥❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❘❡✉❧ ❛❡❤♦✇♥✐♥ ❛❜❧❡✺✳✺✳ ❚❤❡②❝♦♥✜♠ ❤❛ ♠✉❧✐✲❝❛❧❡❝❛♥✭▼❙❙✮❛❡
♠❛♥❞❛♦②♦❝♦✈❡❞✐✛❡❡♥ ✐③❡♦❢❝❤❛❛❝❡ ♣♦♠♦✐♥❣❛✐❢❛❝♦②❡✉❧ ✳■♥❤❡
❛❜❡♥❝❡♦❢❤✐ ♣♦❝❡✐♥❣✱❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡❖❈❘♥♦❛❜❧②❞❡❝❡❛❡❜♦❤♦♥
❚❡①❉❛❛❡■❛♥❞❚❡①❉❛❛❡■■♦15.74%❛♥❞0.12%♦❢✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳❚❤❡
❝♦♥✐❞❡❛✐♦♥♦❢❤❡♥♦♥❧✐♥❡❛ ❜♦❞❡ ♦❢❤❡ ❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇✭◆▲❇✮❛❧♦❡✉❧ ✐♥
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❛♥❞❤❡✐✐♥❡❛❝✐♦♥✇✐❤✐♥❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥❝❤❡♠❡✳❚❤❡♣♦♣♦❡❞❛♣♣♦❛❝❤✐❡✈❛❧✲
✽✸
✽✹ ❈❍❆ ❚❊❘✻✳ ❚❍❊❘❊❈❯❘❘❊◆❚❈❖◆◆❊❈❚■❖◆■❙❚❆ ❘❖❆❈❍
✉❛❡❞♦♥❉❛❛❡■❛♥❞❉❛❛❡■■❛♥❞❡✉❧ ❛❡❞✐❝✉❡❞✐♥❡❝✐♦♥✻✳✺✳
❋✐❣✉❡✻✳✶✿❚❤❡♣♦♣♦❡❞❡❝✉❡♥❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❖❈❘ ❝❤❡♠❡✳
✻✳✷ ▼✉❧✐✲❝❛❧❡❡①✐♠❛❣❡❡♣❡❡♥❛✐♦♥
❚❤❡✜ ❡♣♦❢♦✉❛♣♣♦❛❝❤❝♦♥✐ ✐♥♣♦❞✉❝✐♥❣❛❡❧❡✈❛♥ ❡♣❡❡♥❛✐♦♥♦❢❡①
✐♠❛❣❡✱♦❜✉ ♦♥♦✐❡✱❞❡❢♦♠❛✐♦♥✱❣❡♦♠❡✐❝ ❛♥❢♦♠❛✐♦♥❛♥❞❞✐✛❡❡♥❦✐♥❞
♦❢❞✐♦✐♦♥✳■♥❤❡❧✐❡❛✉❡✱♠♦ ❡①✐✐♥❣♠❡❤♦❞♣♦♣♦❡♦✉❡❤❛♥❞✲❝❛❢❡❞
❢❡❛✉❡ ❤❛ ❛✐♠❛ ❡♥❝♦❞✐♥❣♣✐♦❦♥♦✇❧❡❞❣❡❛❜♦✉ ❤❡✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡✱❤❡❡
❢❡❛✉❡❛❡♦❢❡♥♣❡❝✐❛❧✐③❡❞❢♦ ❛ ♣❡❝✐✜❝ ❛❦♦ ❛❣✐✈❡♥❞❛❛❡❛♥❞✇♦♠❛✐♥
♠❛❥♦ ✐✉❡ ❡♠❛✐♥❤❡✐❧❛❝❦♦❢❣❡♥❡✐❝✐②❛♥❞❤❡✐ ♦❜✉♥❡ ♦♥♦✐❡❛♥❞❞❡❢♦✲
♠❛✐♦♥✳❘❡❝❡♥❧②✱❛✉♦♠❛✐❝❛❧②❧❡❛♥❢❡❛✉❡✲❜❛❡❞❡♣❡❡♥❛✐♦♥❤❛✈❡❡♥❥♦②❡❞
❛❝♦♥✐❞❡❛❜❧❡♣♦❣❡ ❛♥❞❤❛✈❡❜❡❡♥❛♣♣❧✐❡❞♦❡✈❡❛❧✜❡❧❞ ✉❝❤❛♦❜❥❡❝ ❡❝♦❣♥✐✲
✐♦♥❬❨❨●❍✵✾❪✱✈✐❞❡♦❛❝✐♦♥❡❝♦❣♥✐✐♦♥❬❇▼❲+✶✶✱❇▼❲+✶✷❪♦❛✉❞✐♦❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥
❬▲▲◆✵✾❪✳❋♦♦✉ ❡①✐♠❛❣❡❡♣❡❡♥❛✐♦♥♣♦❜❧❡♠✱✇❡♣♦♣♦❡♦✐♥✈❡✐❣❛❡❤✐
♥❡✇❞✐❡❝✐♦♥❜②❡①♣❧♦✐✐♥❣❈♦♥✈◆❡✱❛♥❞♦✉❡❧❡❛♥❈♦♥✈◆❡ ❛❛❢❡❛✉❡❡①✲
❛❝♦✳ ❲❡✇✐❧❛❧♦❝♦♠♣❛❡❤❡❡❧❡❛♥❢❡❛✉❡ ♦❣❡♦♠❡✐❝❤❛♥❞✲❝❛❢❡❞♦♥❡
✭❝❢✳❡❝✐♦♥✻✳✺✮✳
❚♦❣❡♥❡❛❡❛❡♣❡❡♥❛✐♦♥✱❡❛❝❤❡①✐♠❛❣❡✐✜ ❝❛♥♥❡❞✇✐❤✇✐♥❞♦✇♦❢❢♦✉
❞✐✛❡❡♥ ✐③❡✭❝❢✳ ❡❝✐♦♥✻✳✷✳✶✮✳❊❛❝❤✇✐♥❞♦✇❛❛❝❛❧❡s✐ ❤❡♥❡♣❡❡♥❡❞❜②❛
✈❡❝♦Xs♦❢m❢❡❛✉❡❧❡❛♥✇✐❤❛❈♦♥✈◆❡✭❝❢✳ ❡❝✐♦♥✻✳✷✳✷✮✳❈♦♥✐❞❡✐♥❣❤❡
❢♦✉✇✐♥❞♦✇ ❡①❛❝❡❞❛❡❛❝❤❝❛♥♥✐♥❣♣♦✐✐♦♥t✱❛✈❡❝♦Xt✐ ❤✉♣♦❞✉❝❡❞❜②
❝♦♥❝❛❡♥❛✐♥❣Xt1✱Xt2✱Xt3✱❛♥❞Xt4❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣♦❤❡❡✇✐♥❞♦✇✳❆❤❡❡♥❞♦❢❤❡❝❛♥♥✐♥❣♣♦❝❡✱❛❡✉❡♥❝❡♦❢❧❡❛♥❢❡❛✉❡✈❡❝♦ [X0,...,Xt,...,Xp−1]✭✇✐❤
p❤❡♥✉♠❜❡♦❢♣♦✐✐♦♥❝♦♥✐❞❡❡❞✐♥❤❡❝❛♥♥✐♥❣❝❤❡♠❡✮✐✜♥❛❧②❣❡♥❡❛❡❞♦
❡♣❡❡♥❡❛❝❤❡①✐♠❛❣❡✳❋✐❣✳✻✳✷❞❡♣✐❝ ❤❡❡❞✐✛❡❡♥♣♦❝❡✐♥❣ ❡♣✱✇❤✐❝❤❛❡
❞❡❛✐❧❡❞✐♥❤❡❢♦❧♦✇✐♥❣✉❜❡❝✐♦♥✳
✻✳✷✳ ▼❯▲❚■✲❙❈❆▲❊❚❊❳❚■▼❆●❊❘❊❘❊❙❊◆❚❆❚■❖◆ ✽✺
❋✐❣✉❡✻✳✷✿ ▼✉❧✐✲❝❛❧❡❡①✐♠❛❣❡❡♣❡❡♥❛✐♦♥✳
✻✳✷✳✶ ▼✉❧✐✲❝❛❧❡✐♠❛❣❡❝❛♥♥✐♥❣
❚❡① ✐♠❛❣❡✉✉❛❧②❝♦♥✐ ♦❢❛✉❝❝❡ ✐♦♥♦❢❝❤❛❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣❞✐✛❡❡♥ ✐③❡❛♥❞
❤❛♣❡❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡✐❧❛❜❡❧❛♥❞❢♦♥✳❙✐♥❝❡❤❡♦❜❥❡❝✐✈❡♦❢❤❡❡♣❡❡♥❛✐♦♥
♣❤❛❡✐ ♦✜♥❞❤❡❛❝❝✉❛❡❢❡❛✉❡❛❜❧❡♦✉♠♠❛✐③❡❤❡❝♦♥❡♥♦❢❝❤❛❛❝❡
♣❡❡♥✐♥❛❡①✐♠❛❣❡✱❛♠✉❧✐✲❝❛❧❡❝❛♥♥✐♥❣❝❤❡♠❡✭✇❤✐❝❤❝♦♥✐ ✐♥❤❡ ❛♠❡
♣♦❝❡✐♥❣❛ ❤❡♦♥❡♣❡❡♥❡❞✐♥❡❝✐♦♥✺✳✷✮✐✉❡❞♦♦❜❛✐♥✱❢♦❡❛❝❤❝❤❛❛❝❡✱
❛❧❡❛ ♦♥❡✇✐♥❞♦✇✇❡❧❛❧✐❣♥❡❞✇✐❤✐✳
❚❡① ✐♠❛❣❡❛❡✜ ❝❛♥♥❡❞❛✈❛✐♦✉ ❝❛❧❡✉✐♥❣❢♦✉ ❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇♦❢✇✐❞❤
h/4✱h/2✱3h/4❛♥❞h✱✇❤❡❡h✐ ❤❡❤❡✐❣❤ ♦❢❤❡✐♠❛❣❡✭❡❡❋✐❣✳✺✳✸✮✳ ❆❡❛❝❤
♣♦✐✐♦♥t✭✇✐❤t∈{0,1,...,p−1}✮♦❢❤❡❝❛♥♥✐♥❣♣♦❝❡✱❢♦✉✇✐♥❞♦✇ ❛ ❝❛❧❡
S1✱S2✱S3❛♥❞S4❛❡❤✉♣♦❞✉❝❡❞❛♥❞♠♦✈❡❞✇✐❤❛ ❡♣♦❢h/8♦❝♦✈❡❞✐✛❡❡♥
♣♦ ✐❜❧❡♣♦✐✐♦♥✇✐❤✐♥❤❡❡①✐♠❛❣❡✳❋✉❤❡♠♦❡✱✇✐♥❞♦✇❜♦❞❡ ❛❡❛❞❛♣❡❞
♦❤❡❧♦❝❛❧♠♦♣❤♦❧♦❣②♦❢❤❡✐♠❛❣❡❛♥❞❝♦♠♣✉❡❞✉✐♥❣❛❤♦❡ ♣❛❤❛❧❣♦✐❤♠
✭❡❡❋✐❣✳✺✳✹✮✳
✻✳✷✳✷ ▲❡❛♥ ❢❡❛✉❡ ❣❡♥❡❛✐♦♥
❆❢❡❛♣♣❧②✐♥❣❤❡♠✉❧✐✲❝❛❧❡❝❛♥♥✐♥❣❝❤❡♠❡✱❡✈❡❛❧✇✐♥❞♦✇❛❡♦❜❛✐♥❡❞✱❢♦♠
✇❤✐❝❤❛❝❝✉❛❡❡♣❡❡♥❛✐♦♥❤❛♣❡❡✈❡❤❡✐♥❢♦♠❛✐♦♥✉❡❢✉❧❢♦ ❤❡❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❦❤❛✈❡♦❜❡❡①❛❝❡❞✳
❆ ♠❡♥✐♦♥❡❞❛❜♦✈❡✱✇❡❤❛✈❡❝❤♦❡♥♦✉❡❧❡❛♥❢❡❛✉❡❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡✐❣❡♥❡✲
✽✻ ❈❍❆ ❚❊❘✻✳ ❚❍❊❘❊❈❯❘❘❊◆❚❈❖◆◆❊❈❚■❖◆■❙❚❆ ❘❖❆❈❍
✐❝✐②❛♥❞♦❜✉♥❡ ♦♥♦✐❡❛♥❞❞❡❢♦♠❛✐♦♥✳❚♦♣♦❞✉❝❡❤❡❡❢❡❛✉❡✱❛♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛♥✐♥❣♠♦❞❡❧❛❜❧❡♦❞❡❛❧✇✐❤❝♦❧♦✐♠❛❣❡✇✐❤♦✉❛♥②♣❡♣♦❝❡✐♥❣✱❛♥❞♦❡①✲
❛❝ ❡❧❡✈❛♥❢❡❛✉❡✐ ❡✉✐❡❞✳❆❡①♣❧❛✐♥❡❞✐♥♣❡✈✐♦✉❝❤❛♣❡ ✹❛♥❞✺✱❛♠♦♥❣
❤❡♣♦ ✐❜❧❡♠❛❝❤✐♥❡❧❡❛♥✐♥❣♠♦❞❡❧✱❈♦♥✈◆❡❬▲❇✾✺❪❤❛✈❡❤♦✇♥♦❜❡✇❡❧❛❞❛♣❡❞
♦♦✉ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❦✭❝❢✳❡❝✐♦♥✹✳✸✳✶✮❛♥❞❛❡♣❛✐❝✉❧❛❧②❛❜❧❡♦❧❡❛♥♦❡①❛❝
❞❡❝✐♣♦ ❛❝❝✉❛❡❢♦✈✐✉❛❧♣❛❡♥ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱✇❡♣♦♣♦❡♦
❜❡♥❡✜❢♦♠❤✐❝❛♣❛❝✐②♦❢❤❡❈♦♥✈◆❡ ♦❝♦♥ ✉❝♦✉❢❡❛✉❡❡①❛❝♦✳
❚❤✐ ✐❞♦♥❡✐♥ ✇♦♣❤❛❡✳ ❋✐ ❛❈♦♥✈◆❡✐ ❛✐♥❡❞✐♥❛✉♣❡✈✐❡❞✇❛②♦
❝❧❛✐❢②✐♠❛❣❡♦❢✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❝❤❛❛❝❡✳ ❖♥❝❡❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✐✜♥✐❤❡❞✱✇❡✉❡
❤❡♣❡♥✉❧✐♠❛❡❧❛②❡❛❛❢❡❛✉❡❡①❛❝✐♦♥❧❛②❡✭❝❢✳❋✐❣✳✻✳✸✮❛♥❞❤❡♥❝❡❝♦♥✐❞❡
❤❡❛❝✐✈❛✐♦♥♦❢❤✐❧❛②❡❛❛♥❛❝❝✉❛❡❞❡❝✐♣♦ ❤❛ ✉♠♠❛✐③❡ ❤❡❝♦♥❡♥♦❢
❤❡✐♥♣✉✐♠❛❣❡✳❚❤❡❝❤♦✐❝❡♦❢❤❡♣❡♥✉❧✐♠❛❡❧❛②❡❛♦✉❢❡❛✉❡❞❡❝✐♣♦❝❛♥
❜❡❥✉ ✐✜❡❞❛❢♦❧♦✇✳❉✉✐♥❣❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✱❤❡❈♦♥✈◆❡❧❡❛♥ ♦❡①❛❝ ♦♠❡
❛♣♣♦♣✐❛❡❢❡❛✉❡❢♦ ❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❦✱❛♥❞♦❝♦♠❜✐♥❡❤❡❡❢❡❛✉❡
♦❞❡❝✐❞❡❤❡❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥❡✉❧✳❚❤✐❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥❞❡❝✐✐♦♥✐ ❛❦❡♥✐♥❤❡♦✉♣✉
❧❛②❡✱✇❤✐❧❡❤❡❡① ❛❝✐♦♥♦❢❤❡❢❡❛✉❡✐❡♥✉❡❞❜②❤❡♦❤❡❧❛②❡✱♣♦❞✉❝✐♥❣
❛✜♥❛❧✈❡❝♦♦❢❢❡❛✉❡❣❡♥❡❛❡❞❛ ❤❡❛❝✐✈❛✐♦♥♦❢❤❡♣❡♥✉❧✐♠❛❡❧❛②❡❀❤❡♥❝❡
❤✐❧❛❡❤❛❜❡❡♥❝❤♦❡♥❛❛❢❡❛✉❡❡①❛❝✐♦♥❧❛②❡✳
❲❡❝❤♦♦ ❡♦✉❡❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡ ♣❡❝✐✜❝❛❧②❞❡✐❣♥❡❞✐♥❡❝✐♦♥✹✳✸✳✷♦❡❝♦❣♥✐③❡
✐♥❣❧❡❝❤❛❛❝❡ ✐♥✐♠❛❣❡❛♦✉♥❡✉❛❧✲❜❛❡❞♠♦❞❡❧❢♦ ❤❡❧❡❛♥❢❡❛✉❡❣❡♥❡❛✲
✐♦♥✳ ❛❝✐❝❛❧②✱❢♦❡❛❝❤❡①✐♠❛❣❡✱❡❛❝❤❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇❡✉❧✐♥❣♦❢❤❡♠✉❧✐✲❝❛❧❡
❝❛♥♥✐♥❣♣♦❝❡ ✐♣❡❡♥❡❞♦❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✳❚❤✐✇✐♥❞♦✇✐ ❤❡♥❡♣❡❡♥❡❞❜②
❛✈❡❝♦❝♦♠♣♦❡❞♦❢❤❡❛❝✐✈❛✐♦♥♦❢❤❡♣❡♥✉❧✐♠❛❡❧❛②❡✱❤❛❤❛ n3♥❡✉♦♥✐♥
❋✐❣✳✻✳✸✳❚❤✐✜❣✉❡❤♦✇ ❤❡✈❡❝♦♦❢❧❡❛♥❢❡❛✉❡♣♦❞✉❝❡❞❢♦❛✐♥❣❧❡✇✐♥❞♦✇
✇✐❤❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡✳◆♦✐❝❡❤❛✱✉♥❧✐❦❡✐♥❝❤❛♣❡✺✱❡✈❡♥♠✐❛❧✐❣♥❡❞✇✐♥❞♦✇✭✐✳❡✳✱
✇✐❤❛♥♦♥✲✈❛❧✐❞❝❤❛❛❝❡✮❛❡♣❡❡♥❡❞♦❤❡❈❘❈♦♥✈◆❡❛♥❞❡♣❡❡♥❡❞❜②❤❡
❧❡❛♥❢❡❛✉❡✳
■♥♦✉❡①♣❡✐♠❡♥✱✇♦❈❘❈♦♥✈◆❡ ✇❡❡ ❛✐♥❡❞♦❡❝♦❣♥✐③❡❝❤❛❛❝❡✿♦♥❡
❢♦✐♠❛❣❡✐♥❈❤❛❉❛❛❡■❛♥❞♦♥❡❢♦✐♠❛❣❡✐♥❈❤❛❉❛❛❡■■✳❚❤❡❡❈❘❈♦♥✈◆❡
❛❡❤❡ ❛♠❡♦♥❡♣❡❡♥❡❞✐♥✉❜❡❝✐♦♥✹✳✸✳✷✳ ❯✐♥❣❤❡❡♥❡✇♦❦❛❝❤✐❡❝✉❡
❛♥❞❝♦♥✐❞❡✐♥❣❤❡❢♦✉ ❝❛❧❡♦❢❤❡ ❝❛♥♥✐♥❣♣♦❝❡✱❡❛❝❤♣♦✐✐♦♥t✐♥❤❡ ❡①
✐♠❛❣❡✐ ❡♣❡❡♥❡❞❜②❛✈❡❝♦ Xt♦❢4×n3✈❛❧✉❡ ✭n3✈❛❧✉❡ ♣❡ ✇✐♥❞♦✇ ❝❛❧❡✮
❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣♦❤❡❢❡❛✉❡♣♦❞✉❝❡❞❜②❤❡❈♦♥✈◆❡♠♦❞❡❧✳❋✐♥❛❧②✱❡❛❝❤ ❡①✐♠✲
❛❣❡✐ ❡♣❡❡♥❡❞❜②❛❡✉❡♥❝❡♦❢✈❡❝♦ ♦❢❧❡❛♥❢❡❛✉❡✿[X0,...,Xt,...,Xp−1]✱
✇✐❤p❤❡♥✉♠❜❡♦❢♣♦✐✐♦♥❝♦♥✐❞❡❡❞✐♥❤❡❝❛♥♥✐♥❣♣♦❝❡✳
✻✳✸ ❋❡❛✉❡❡✉❡♥❝❡❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥
❖♥❝❡ ❡①✐♠❛❣❡❛❡❡♣❡❡♥❡❞❜②❡✉❡♥❝❡♦❢❛✉♦♠❛✐❝❛❧②❧❡❛♥❢❡❛✉❡✱❤❡
♥❡①♣❤❛❡❝♦♥✐ ✐♥❝❧❛✐❢②✐♥❣❤❡❡❡✉❡♥❝❡✐♥♦❞❡ ♦❡❝♦❣♥✐③❡❤❡❡① ❤❡②
❝♦♥❛✐♥✳
■♥♣✐❡❞❜②❤❡✇♦❦♦❢●❛✈❡❡❛❧✳❞❡❞✐❝❛❡❞♦❤❛♥❞✇✐✐♥❣❡❝♦❣♥✐✐♦♥❬●▲❋+✵✾❪✱
✻✳✸✳ ❋❊❆❚❯❘❊❙❊◗❯❊◆❈❊❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆ ✽✼
❋✐❣✉❡✻✳✸✿❚❤❡♥❡✉❛❧✲❜❛❡❞♠♦❞❡❧❢♦❢❡❛✉❡❧❡❛♥✐♥❣✳
✇❡♣♦♣♦❡♦❝♦♠❜✐♥❡❛♣❛✐❝✉❧❛ ❡❝✉❡♥♥❡✉❛❧♥❡✇♦❦✭♥❛♠❡❧②❛❇▲❙❚▼✮❛♥❞
❛❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥♠♦❞❡❧✭♥❛♠❡❧②❛❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❡♠♣♦❛❧❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥✱
❈❚❈✮ ♦❜✉✐❧❞❛♠♦❞❡❧❛❜❧❡♦❧❡❛♥❤♦✇ ♦❝❧❛✐❢②❤❡❡❢❡❛✉❡❡✉❡♥❝❡✳ ❖♥
❤❡♦♥❡❤❛♥❞✱ ❤❡❇▲❙❚▼❛❧♦✇ ♦❤❛♥❞❧❡❧♦♥❣✲❛♥❣❡❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡❜❡✇❡❡♥✈❡❝✲
♦ ♦❢❢❡❛✉❡✱♣❡♠✐ ✐♥❣♦❝♦♥✐❞❡ ❤❡❝♦♥❡①♦❢✐♥♣✉✈❡❝♦ ✇❤✐❧❡❝❧❛ ✐❢②✐♥❣✳
❖♥ ❤❡♦❤❡ ❤❛♥❞✱ ❤❡❈❚❈❡♥❛❜❧❡ ♦✉ ②❡♠♦❛✈♦✐❞❛♥②❡①♣❧✐❝✐ ❡❣♠❡♥❛✲
✐♦♥✐♥♦❝❤❛❛❝❡✳❚❤❡❞❡✐❣♥❡❞♠♦❞❡❧✐❤❡♥❝❡❛❜❧❡♦❧❡❛♥❥♦✐♥❧②♦❡❝♦❣♥✐③❡
❛ ❡✉❡♥❝❡♦❢❝❧❛ ❡✖♥❛♠❡❧②❝❤❛ ❛❝❡✖❛♥❞ ♦❧♦❝❛❧✐③❡ ❤❡✐ ♣♦✐✐♦♥✖♥❛♠❡❧②
❝❤❛❛❝❡ ♣♦✐✐♦♥✖✐♥ ❤❡✉♥❡❣♠❡♥❡❞✐♥♣✉ ❡✉❡♥❝❡❞❛❛✳
❚❤✐ ❡❝✐♦♥ ❛ ❜②❛❜✐❡❢✐♥♦❞✉❝✐♦♥♦❡❝✉❡♥♥❡✉❛❧♥❡✇♦❦ ♦❣❡❤❡
✇✐❤❛❞❡❛✐❧❡❞♣❡❡♥❛✐♦♥♦❢❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦✭❡❡✉❜❡❝✐♦♥✻✳✸✳✶✮✳❆❞❡❝✐♣✐♦♥
♦❢❤❡❈❚❈♠♦❞❡❧✐ ❤❡♥♣♦✈✐❞❡❞✭❡❡✉❜❡❝✐♦♥✻✳✸✳✷✮✳❋✐♥❛❧②✱❤❡❛❝❤✐❡❝✉❡
❛♥❞❤❡ ❛✐♥✐♥❣♦❢❤❡♥❡✇♦❦❞❡✐❣♥❡❞❢♦♦✉ ❡✉❡♥❝❡❝❧❛ ✐✜❝❛✐♦♥♣♦❜❧❡♠✐
♣❡❡♥❡❞✭❡❡✉❜❡❝✐♦♥✻✳✸✳✸✮✳
✻✳✸✳✶ ❇✐❞✐❡❝✐♦♥❛❧❧♦♥❣✲❤♦ ❡♠♠❡♠♦ ②
❘❡❝✉ ❡♥◆❡✉❛❧◆❡✇♦❦✭❘◆◆✮❛❡❛♣❛✐❝✉❧❛❝❛❡❣♦②♦❢❆◆◆✇❤✐❝❤❤❛✈❡ ❤❡
❛❜✐❧✐②♦❞❡❛❧✇✐❤❡✉❡♥❝❡♦❢❞❛❛❜②❡♠❡♠❜❡✐♥❣ ❛❡✈❛✐❛❜❧❡❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥
✽✽ ❈❍❆ ❚❊❘✻✳ ❚❍❊❘❊❈❯❘❘❊◆❚❈❖◆◆❊❈❚■❖◆■❙❚❆ ❘❖❆❈❍
♣❡✈✐♦✉♥❡✉❛❧✐♥♣✉✈❛❧✉❡❛♥❞✉✐♥❣❤❡♠♦✐♥✢✉❡♥❝❡❤❡❝✉ ❡♥♦✉♣✉✳❚❤❡❜❛✐❝
✐❞❡❛♦❢❤❡❡♥❡✇♦❦✐ ♦✐♥♦❞✉❝❡❡❝✉❡♥❝♦♥♥❡❝✐♦♥ ❤❛❡♥❛❜❧❡❤❡♥❡✇♦❦
♦♠❛✐♥❛✐♥❛♥✐♥❡♥❛❧ ❛❡❛♥❞❤✉ ♦❛❦❡✐♥♦❛❝❝♦✉♥ ❤❡♣❛ ❝♦♥❡①✳ ❚❤❡
❛✐♥✐♥❣♦❢❤❡❡♥❡✇♦❦✐❞♦♥❡✉✐♥❣❛♠♦❞✐✜❡❞✈❡✐♦♥♦❢❤❡❜❛❝❦✲♣♦♣❛❣❛✐♦♥
❛❧❣♦✐❤♠❛❞❛♣❡❞♦❤❡ ❡♠♣♦❛❧✐♥♣✉✴♦✉♣✉ ✳ ❚❤❡❜❛❝❦✲♣♦♣❛❣❛✐♦♥❤♦✉❣❤
✐♠❡❛❧❣♦✐❤♠✭❇❚❚✮✐ ❤❡♠♦ ❝♦♠♠♦♥❧②✉❡❞♦♥❡❬❲❩✾✺❪✳❋✐❣✳✻✳✹✐❧✉ ❛❡
❛♥❡①❛♠♣❧❡♦❢❛❘◆◆✇❤✐❝❤❛❦❡❛✐♥♣✉❛❡✉❡♥❝❡♦❢✈❡❝♦ ♦❢❞❛❛♦❢❧❡♥❣❤p
❛♥❞❡✉♥ ❛❡✉❡♥❝❡♦❢♦✉♣✉ ♦❢❤❡ ❛♠❡❧❡♥❣❤p✳ ❆❡❛❝❤✐♠❡ ❡♣t✭✇✐❤
0≤t<p✮✱❛♥✐♥♣✉✈❡❝♦Xt♦❢✐③❡m✐♣❡❡♥❡❞♦❤❡♥❡✇♦❦✇❤✐❝❤❡✉♥
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✇❤❡❡S✐❛ ❛✐♥✐♥❣❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣♣❛✐ ♦❢✐♥♣✉❛♥❞❛❣❡ ❡✉❡♥❝❡ (X,C)✱❛♥❞
P(C|X)✐ ❤❡♣♦❜❛❜✐❧✐② ♦♦❜❡✈❡♦♥❡ ❡✉❡♥❝❡C❣✐✈❡♥✐ ✐♥♣✉ ❡✉❡♥❝❡X✳
❙✐♥❝❡❤❡❞✐❡❝♠✐♥✐♠✐③❛✐♦♥♦❢❤✐♦❜❥❡❝✐✈❡❢✉♥❝✐♦♥❡✉✐❡ ♦❡①❛♠✐♥❡❛❧♣♦✐❜❧❡
❡✉❡♥❝❡C✱●❛✈❡❡❛❧✳♣♦♣♦❡❞❛♥❛❧❡♥❛✐✈❡♠✐♥✐♠✐③❛✐♦♥♣♦❝❡ ✐♥♣✐❡❞❜②
❤❡❍▼▼✬❜❛❝❦✇❛❞✲❢♦✇❛❞❛❧❣♦✐❤♠✳ ▼♦❡❞❡❛✐❧❛❡❣✐✈❡♥✐♥❬●▲❋+✵✾❪✳❖♥❝❡
❤❡✐♥❡♠❡❞✐❛❡❡✉❡♥❝❡C ✐♦❜❛✐♥❡❞✱❛♥❡♦ ❡✉❡♥❝❡e=[e0,e1,...,ep−1]✐
❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛♥❞❜❛❝❦✲♣♦♣❛❣❛❡❞♦✉♣❞❛❡❤❡♥❡✇♦❦✇❡✐❣❤ ✭❡❡❋✐❣✳✻✳✼✮✳
❋✐❣✉❡✻✳✼✿■❧✉ ❛✐♦♥♦❢❛❈❚❈❧❛②❡❧✐♥❦✐♥❣❛❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦♦❛❛❣❡ ❡✉❡♥❝❡✳
❆❢❡ ❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✱❛❞❡❝♦❞✐♥❣♣♦❝❡ ♣❡♠✐ ✱❣✐✈❡♥❛❇▲❙❚▼♦✉♣✉
❡✉❡♥❝❡Y✱♦♦❜❛✐♥❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①❜②✐♥❡♣❡✐♥❣Y❛♥❞❡♠♦✈✐♥❣✏❜❧❛♥❦✑✐♥
❤❡❡✉❡♥❝❡C ✭❡❡❡❝✐♦♥✻✳✹✮✳
■♥♦✉ ❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❦✱❛❈❚❈❧❛②❡ ✐ ❤✉ ✐♥♦❞✉❝❡❞✐♥♦✉ ②❡♠♦
❝♦♥♥❡❝ ❤❡❇▲❙❚▼✬♦✉♣✉ ♦❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢❧❛❜❡❧✱✐✳❡✳✱❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡
♣❡❡♥✐♥❤❡ ❡①✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡♣❡❝✐❡❞❡❝✐♣✐♦♥♦❢❤✐ ♥❡✇♦❦❛❝❤✐❡❝✉❡❢♦
♦✉ ✇♦❞❛❛❡ ✐♣♦✈✐❞❡❞❜❡❧♦✇❀❞❡❛✐❧♦❢❤❡❞❡❝♦❞✐♥❣♦♣❡❛✐♦♥❛❡❣✐✈❡♥✐♥
❡❝✐♦♥✻✳✹✳
✻✳✸✳✸ ♦♣♦❡❞❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦❛❝❤✐❡❝✉❡ ❛♥❞ ❛✐♥✐♥❣
❋♦ ♦✉ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣♦❜❧❡♠✱❢♦ ❡❛❝❤❞❛❛❡✖❚❡① ❉❛❛❡■❛♥❞❚❡①❞❛❛❡■■✖
❡✈❡❛❧❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥✇❡❡❡❡❞♦❞❡❡♠✐♥❡ ❤❡❜❡ ♥❡✇♦❦❛❝❤✐❡❝✉❡✳
❘❡❣❛❞✐♥❣❚❡①❉❛❛❡■✱❛❢❡ ❡✐♥❣❡✈❡❛❧❛❝❤✐❡❝✉❡✱❛❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦
✇✐❤✇♦❤✐❞❞❡♥❧❛②❡ ✭❡❡❋✐❣✳✻✳✻✮✱♦♥❡❢♦ ❤❡❢♦✇❛❞♣❛ ✭✐✳❡✳✱❤❡♣❛ ❝♦♥❡①✮
❛♥❞♦♥❡❢♦ ❤❡❜❛❝❦✇❛❞♣❛ ✭✐✳❡✳✱❤❡❢✉✉❡❝♦♥❡①✮✱❛♥❞❛❈❚❈♦✉♣✉❧❛②❡✱❤❛
❜❡❡♥❝❤♦❡♥✳❚❤❡♥❡✇♦❦❛❦❡❛✐♥♣✉✱❛❡❛❝❤✐♠❡ ❡♣✱❛❡✉❡♥❝❡♦❢✈❡❝♦ ♦❢
✾✷ ❈❍❆ ❚❊❘✻✳ ❚❍❊❘❊❈❯❘❘❊◆❚❈❖◆◆❊❈❚■❖◆■❙❚❆ ❘❖❆❈❍
200✈❛❧✉❡✭4×n3❢❡❛✉❡✱✇❤❡❡n3=50✮✱♥❛♠❡❧②❤❡❧❡❛♥❢❡❛✉❡♥♦♠❛❧✐③❡❞
❜❡✇❡❡♥−1❛♥❞1✳❚❤❡✐♥♣✉❧❛②❡✐❢✉❧②❝♦♥♥❡❝❡❞♦❜♦❤❤✐❞❞❡♥❧❛②❡ ✱❡❛❝❤♦♥❡
❝♦♥❛✐♥✐♥❣150▲❙❚▼❝❡❧ ✇✐❤❡❝✉❡♥❝♦♥♥❡❝✐♦♥ ♦❛❧ ❤❡♦❤❡▲❙❚▼❝❡❧ ✐♥
❤❡❧❛②❡✳ ❚❤❡♦✉♣✉ ❧❛②❡✱❢✉❧②❝♦♥♥❡❝❡❞♦❜♦❤❤✐❞❞❡♥❧❛②❡ ✱❡✉♥ ❛❡❛❝❤
✐♠❡ ❡♣❛✈❡❝♦♦❢42♦✉♣✉ ✭41❝❧❛❡♦❢❝❤❛❛❝❡✱❡❡✉❜❡❝✐♦♥✸✳✶✳✷✱❛♥❞
❤❡❝❧❛ ✏❜❧❛♥❦✑✮♥♦♠❛❧✐③❡❞✇✐❤❛ ♦❢♠❛① ❛❝✐✈❛✐♦♥❢✉♥❝✐♦♥✳ ❚❤❡❈❚❈❧❛②❡
❛❦❡❛✐♥♣✉❛❡✉❡♥❝❡❝♦♥✐✐♥❣♦❢❤❡❡42❇▲❙❚▼♦✉♣✉ ✈❛❧✉❡❛♥❞❛ ❛❣❡
❤❡❢✉❧ ❡① ♦❜❡❡❝♦❣♥✐③❡❞C✳■♥♦✉❡①♣❡✐♠❡♥❛❧❞❛❛✱❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡ ✐③❡
♦❢❤❡ ❡①✐♠❛❣❡✱❤❡ ❡✉❡♥❝❡♦❢✐♥♣✉ ❝❛♥❝♦♥❛✐♥✉♣♦300✈❡❝♦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥❤❡♥✉♠❜❡♦❢♣♦✐✐♦♥❝♦♥✐❞❡❡❞✐♥❤❡❝❛♥♥✐♥❣♣❤❛❡✳❚❤❡❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦
✐ ❛✐♥❡❞✇✐❤ ❤❡❝❧❛ ✐❝❛❧❜❛❝❦✲♣♦♣❛❣❛✐♦♥❤♦✉❣❤✐♠❡❛❧❣♦✐❤♠❬❲❩✾✺❪♦♥❛
❛✐♥✐♥❣❡❝♦♥❛✐♥✐♥❣♣❛✐ ♦❢❇▲❙❚▼✐♥♣✉❞❛❛✭✐✳❡✳✱❡✉❡♥❝❡♦❢✈❡❝♦ ♦❢❧❡❛♥
❢❡❛✉❡ ❡♣❡❡♥✐♥❣❡①✐♠❛❣❡X✮❛♥❞❈❚❈❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱❤❡❝♦ ❡♣♦♥❞✐♥❣❡①
C✮✳
❋♦ ❚❡①❉❛❛❡■■✱❛✐♠✐❧❛❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦❛❝❤✐❡❝✉❡❤❛❜❡❡♥❝❤♦❡♥✳❚❤❡
♥❡✇♦❦❝♦♥✐ ♦❢✇♦❤✐❞❞❡♥❧❛②❡ ♦❢150▲❙❚▼❝❡❧ ❢✉❧②❝♦♥♥❡❝❡❞♦❡❛❝❤♦❤❡✳
❚❤❡♥❡✇♦❦❛❦❡❛✐♥♣✉❛✈❡❝♦♦❢480✈❛❧✉❡✭4×120❢❡❛✉❡✮♥♦♠❛❧✐③❡❞❜❡✇❡❡♥
−1❛♥❞1❛♥❞❤❛❛♥♦✉♣✉❧❛②❡✇❤✐❝❤ ❡✉♥❛✈❡❝♦♦❢37✈❛❧✉❡♣❡ ✐♠❡ ❡♣
✭✸✻❝❧❛❡♦❢❝❤❛❛❝❡✱❡❡✉❜❡❝✐♦♥✸✳✷✳✷✱❛♥❞❤❡❝❧❛ ✏❜❧❛♥❦✑✮✳ ❆❈❚❈❧❛②❡
✐❛❧♦✐♥♦❞✉❝❡❞♦♠❛❦❡❤❡❧✐♥❦❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡♦✉♣✉ ✈❛❧✉❡❛♥❞❤❡❡① ♦❜❡
❡❝♦❣♥✐③❡❞✳❚❤❡ ❛✐♥✐♥❣♦❢❤✐♥❡✇♦❦✇❛❛❧♦♣❡❢♦♠❡❞♦♥❛ ❛✐♥✐♥❣❡✉♥❞❡
❤❡❛♠❡❝♦♥❞✐✐♦♥❛ ❤❡♣❡✈✐♦✉♦♥❡✭✉✐♥❣❤❡❛♠❡❜❛❝❦✲♣♦♣❛❣❛✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠✮✳
✻✳✹ ❚❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❖♥❝❡❛❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦✐ ❛✐♥❡❞✱❢♦❛❣✐✈❡♥✐♥♣✉ ❡✉❡♥❝❡♦❢❢❡❛✉❡✈❡❝♦✱❤❡
♦✉♣✉ ❡✉❡♥❝❡♣♦✈✐❞❡❞❜②❤❡❇▲❙❚▼❝❛♥❜❡❛♥❛❧②③❡❞♦♦❜❛✐♥❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞
❡①✳❚❤✐♦♣❡❛✐♦♥✐❝❛❧❡❞❤❡❞❡❝♦❞✐♥❣♣❤❛❡❛♥❞❛✐♠❛❞❡❡♠✐♥✐♥❣ ❤❡❧❛❜❡❧✐♥❣
lˆ❤❛❝♦❡♣♦♥❞ ♦❤❡♦♥❡✇✐❤❤❡❤✐❣❤❡ ❝♦♥❞✐✐♦♥❛❧♣♦❜❛❜✐❧✐②✿
lˆ=argmax
l
p(l|X0,X1,···,Xp−1 ) ✭✻✳✷✮
✇❤❡❡l✐❛♣♦✐❜❧❡❧❛❜❡❧✐♥❣❛♥❞{X0,X1,···,Xp−1}✐ ❤❡✐♥♣✉ ❡✉❡♥❝❡✳
❋♦♦✉❞❡❝♦❞✐♥❣♣♦❜❧❡♠✱✇❡❛✉♠❡✱❛✐♥❬●▲❋+✵✾❪✱❤❛ ❤❡❜❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣❝♦✲
❡♣♦♥❞ ♦❤❡♠♦ ♣♦❜❛❜❧❡♣❛❤✇✐❤✐♥❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢❤❡❇▲❙❚▼♦✉♣✉ ✳❚❤✐
♣❛❤✐ ✐♠♣❧②❞❡❡♠✐♥❡❞❛ ❤❡❝♦♥❝❛❡♥❛✐♦♥♦❢❤❡♠♦ ❛❝✐✈❡♦✉♣✉ ✭♥❛♠❡❧②
❤❡❝❧❛ ❡✇✐❤❤❡❤✐❣❤❡ ❝♦♥❞✐✐♦♥❛❧♣♦❜❛❜✐❧✐②✮❛❡❛❝❤✐♠❡❡♣✳●✐✈❡♥❤✐❜❡
♣❛❤✱❤❛❝❛♥❝♦♥❛✐♥❝❤❛❛❝❡♦✏❜❧❛♥❦✑❧❛❜❡❧✱❤❡❡✉❧✐♥❣❡✉❡♥❝❡♦❢❧❛❜❡❧❝❛♥
❜❡❛♥❛❧②③❡❞♦❞❡❡♠✐♥❡ ❤❡❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①♦ ❡✉❡♥❝❡♦❢❝❤❛❛❝❡✳❚❤✐✐❞♦♥❡
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✇✐❞❤♦❢ ❤❡✐♠❛❣❡✱♦❢♥✐♥❡✲❞✐♠❡♥✐♦♥❛❧✈❡❝♦✳ ❚❤❡♥✐♥❡✈❛❧✉❡✭✐✳❡✳✱❣❡♦♠❡✐❝❛❧
❢❡❛✉❡✮♦❢❡❛❝❤✈❡❝♦✱❝♦♠♣✉❡❞♣❡❝♦❧✉♠♥✱❝♦❡♣♦♥❞♦✿
•❋✶✿ ❤❡♠❡❛♥✈❛❧✉❡♦❢♣✐①❡❧✐♥❡♥✐✐❡✱
•❋✷✿ ❤❡♣♦✐✐♦♥♦❢❤❡❝❡♥❡♦❢❣❛✈✐②♦❢❤❡♣✐①❡❧✱
•❋✸✿ ❤❡❡❝♦♥❞♦❞❡✈❡✐❝❛❧♠♦♠❡♥♦❢❤❡❝❡♥❡♦❢❣❛✈✐②✱
•❋✹✿ ❤❡♣♦✐✐♦♥♦❢❤❡✉♣♣❡♠♦ ❜❧❛❝❦♣✐①❡❧✱
•❋✺✿ ❤❡♣♦✐✐♦♥♦❢❤❡❧♦✇❡♠♦ ❜❧❛❝❦♣✐①❡❧✱
•❋✻✿ ❤❡♥✉♠❜❡♦❢❜❧❛❝❦♣✐①❡❧❜❡✇❡❡♥❋✹❛♥❞❋✺✱
•❋✼✿ ❤❡♥✉♠❜❡♦❢ ❛♥✐✐♦♥❢♦♠❜❧❛❝❦♦✇❤✐❡❜❡✇❡❡♥❋✹❛♥❞❋✺✱
•❋✽✿ ❤❡❛❡♦❢❝❤❛♥❣❡♦❢❋✹✇✐❤❡♣❡❝ ♦✐ ♥❡✐❣❤❜♦❤♦♦❞❝♦❧✉♠♥✱
•❋✾✿ ❤❡❛❡♦❢❝❤❛♥❣❡♦❢❋✺✇✐❤❡♣❡❝ ♦✐ ♥❡✐❣❤❜♦❤♦♦❞❝♦❧✉♠♥✳
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♣❡❢♦♠ ✇♦❡①♣❡✐♠❡♥✿♦♥❡❤❛ ❡ ❛♥❞❡✈❛❧✉❛❡ ❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢♦✉ ♣♦✲
♣♦❡❞❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❛♣♣♦❛❝❤✇❤❡♥❤❡❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦✐❢❡❞✇✐❤❡✉❡♥❝❡♦❢❤❡
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♦❢ ❛✐♥✐♥❣♦❢❤❡❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦✐ ✜ ❡❛❜❧✐❤❡❞♦♥ ❛✐♥✐♥❣❡ ✭♦♥❡❢♦ ❤❡
✏❝❛♣✐♦♥✑❡① ❛♥❞♦♥❡❢♦ ❤❡✏❝❡♥❡✑ ❡①✮❀❤❡♥ ❡✉❧✐♥❣♥❡✇♦❦ ❛❡✉❡❞♦
❡✈❛❧✉❛❡❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦❢ ❤❡♠❡❤♦❞♦♥❚❡①❉❛❛❡■❛♥❞❚❡①❉❛❛❡■■✳
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✐♠❛❣❡✉✐♥❣❤❡❢✉③③②♠❛♣❣❡♥❡❛❡❞❛♥❞❞❡❝✐❜❡❞✐♥✉❜❡❝✐♦♥✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡♥✐♥❡
❣❡♦♠❡✐❝❛❧❢❡❛✉❡♣❡❡♥❡❞❛❜♦✈❡❛❡❤❡♥❡①❛❝❡❞❢♦❡❛❝❤❝♦❧✉♠♥✐♥❤❡✐♠✲
❛❣❡✱♣♦❞✉❝✐♥❣❛❡✉❡♥❝❡♦❢❧❡♥❣❤w❝♦♥❛✐♥✐♥❣✈❡❝♦ ♦❢♥✐♥❡❢❡❛✉❡✳❋✐❣✳✻✳✾
✐❧✉ ❛❡ ❤❡❣❡♥❡❛✐♦♥♦❢❤❡❡❣❡♦♠❡✐❝❛❧❢❡❛✉❡✳
■♥❤❡❡❝♦♥❞❡①♣❡✐♠❡♥✱❡✉❡♥❝❡♦❢❧❡❛♥❢❡❛✉❡❛❡❣❡♥❡❛❡❞❢♦❡❛❝❤✐♠❛❣❡
❛ ❞❡❝✐❜❡❞✐♥❡❝✐♦♥✻✳✷✳ ❯✐♥❣❤❡ ❛✐♥❡❞❈❘❈♦♥✈◆❡ ✭❝❢✳ ✉❜❡❝✐♦♥✹✳✸✳✷✮✱
❧❡❛♥❢❡❛✉❡❛❡❡①❛❝❡❞❢♦♠❤❡♠✉❧✐✲❝❛❧❡❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇✳❚❤✐❡①❛❝✐♦♥✐
❞♦♥❡♣❡ ❝❛♥♥✐♥❣ ❡♣✱♣♦❞✉❝✐♥❣❛❡✉❡♥❝❡♦❢❧❡♥❣❤w/step−1✭✇✐❤step=h/8✮
❝♦♥❛✐♥✐♥❣✈❡❝♦ ♦❢200❢❡❛✉❡❢♦❚❡①❉❛❛❡■✱♦480❢❡❛✉❡❢♦❚❡①❉❛❛❡■■✳
❯✐♥❣❡✉❧✐♥❣❢❡❛✉❡✱✇♦❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦❛❡ ❛✐♥❡❞❢♦❡❛❝❤❞❛❛❡✳❚❤❡
✜ ❇▲❙❚▼✐ ❢❡❞✇✐❤❤❡❡✉❡♥❝❡♦❢❣❡♦♠❡✐❝❛❧❢❡❛✉❡❛♥❞❛❦❡9✐♥♣✉✈❛❧✉❡
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✾✻ ❈❍❆ ❚❊❘✻✳ ❚❍❊❘❊❈❯❘❘❊◆❚❈❖◆◆❊❈❚■❖◆■❙❚❆ ❘❖❆❈❍
❚❛❜❧❡✻✳✷♣♦✈✐❞❡ ❤❡ ❡✉❧ ♦❣❡❤❡ ✇✐❤✜❣✉❡♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤✇♦♦❤❡ ❡①✲
✐✐♥❣♠❡❤♦❞ ❛♥❞✇♦❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡✭❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡❖❈❘❛♥❞
❚❡ ❡❛❝❖❈❘✮✳
❚❛❜❧❡✻✳✷✿❈♦♠♣❛✐♦♥♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❝❤❡♠❡♦ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞❛♥❞❝♦♠✲
♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡✿ ❘❘♠❡❛♥❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✭❋♦❚❡①❉❛❛❡■■✱♦♥❧②✇♦❞
❘❘ ❛❡❡♣♦❡❞❜❡❝❛✉❡❤❡②❛❡❤❡♦♥❧②♣❡❢♦♠❛♥❝❡❡✈❛❧✉❛❡❞❢♦♦❤❡❡①✐✐♥❣
♠❡❤♦❞✮✳
❚❡①❉❛❛❡■ ❚❡①❉❛❛❡■■
❊①♣✶ ❊①♣✷❖❈❘ ② ❡♠
❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❲♦ ❞❘❘
❈♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❖❈❘ ✾✼✳✸✺✪ ✽✼✳✷✵✪ ✷✷✳✽✶✪ ✹✽✳✽✸✪
❙❛❞❛♥❡❡❛❧✳❬❙●❉✵✾❪ ✲ ✲ 54.13% ✲
❲❛♥❣ ❡❛❧✳❬❲❇✶✵❪ ✲ ✲ ✲ 59.20%
❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡ ❖❈❘ 95.03% 87.70% ✲ 42.80%
❚❡ ❡❛❝❖❈❘ 88.57% 70.01% ✲ 35.00%
❊①♣❡✐♠❡♥ ❝❛✐❡❞♦✉♦♥❚❡①❉❛❛❡■❤♦✇ ❤❛ ♦✉❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❛♣♣♦❛❝❤
❛❝❤✐❡✈❡❛♥♦✉ ❛♥❞✐♥❣❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢97.35%❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣♦❛✇♦❞
❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❛❜♦✈❡87%✳ ❚❤✐♠❡❤♦❞♦❜❛✐♥❛♥♦✉ ❛♥❞✐♥❣✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡❛♥❞❛❤✐❣❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❤❛♥❤❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘✳❚❤❡❡❡✉❧
❤✐❣❤❧✐❣❤ ❤❡✐♥❡❡ ♦❢ ❤❡♣♦♣♦❡❞❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❡❝✉❡♥❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥♠♦❞❡❧✳
❘❡❣❛❞✐♥❣ ❡♠❛✐♥✐♥❣❡♦ ✭✐✳❡✳✱❤❡2.65%♦❢✇♦♥❣❧②❡❝♦❣♥✐③❡❞❝❤❛❛❝❡✮✱❤❡
❡①♣❡✐♠❡♥ ❤♦✇❡❞❤❛♠♦ ♦❢❤❡♠❛❡❡❧❛❡❞♦♠✐✐♥❣♣❛❝❡❜❡✇❡❡♥✇♦❞✱
❧❡❛❞✐♥❣♦❡❝♦❣♥✐✐♦♥❡♦ ❢♦ ✇♦❝♦♥❡❝✉✐✈❡✇♦❞✱✇❤✐❝❤❡①♣❧❛✐♥ ❤❡87.20%♦❢
✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✭❧♦✇❡ ❤❛♥❤❡♦♥❡♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤❆❇❇❨❨❋✐♥❡❘❡❛❞❡❖❈❘✮✳
❚❤✐ ❢❛❝✭✐✳❡✳✱❤❛ ❆❇❇❨❨❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧✐❣❤❧②❜❡❡✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✇✐❤
+0.5%✮❝❛♥❛❧♦❜❡❥✉✐✜❡❞❜②❤❡✉❡♦❢❛❞✐❝✐♦♥❛②✐♥❤✐❖❈❘✳❈♦♠♣❛✐♦♥✇✐❤
❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡♦♥❚❡①❉❛❛❡■■❤♦✇ ❤❛ ❤♦✉❣❤♦✉❛♣♣♦❛❝❤♣❡❡♥
❛♥♦✈❡✜✐♥❣♣♦❜❧❡♠✱✐ ✐❧♦✉♣❡❢♦♠ ❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘❡♥❣✐♥❡♦♥✏❝❡♥❡✑❡①
❜②♦✈❡+6%♦❢✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳
❋♦ ❤❡❛♠❡❡❛♦♥❛ ❤♦❡❡①♣❧❛✐♥❡❞✐♥✉❜❡❝✐♦♥✹✳✻✳✷✱❝♦♠♣❛✐♦♥♦❡①✐✐♥❣
♠❡❤♦❞✇❛ ♣❡❢♦♠❡❞♦♥❧②♦♥❚❡①❉❛❛❡■■✳❚❤❡✇♦ ❛♠❡❡①♣❡✐♠❡♥ ❛ ❤♦❡
♣❡❡♥❡❞✐♥✉❜❡❝✐♦♥✹✳✻✳✷✭❊①♣✶✱❊①♣✷✮❛❡♣❡❢♦♠❡❞ ♦❡✈❛❧✉❛❡♦✉❛♣♣♦❛❝❤
✐♥❤❡ ❛♠❡❝♦♥❞✐✐♦♥✐♥♦❞❡ ♦♣♦✈✐❞❡♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❝♦♠♣❛✐♦♥✳ ▲❡✉ ❥✉
❡♠✐♥❞❤❛ ❊①♣✶✭❡♣✳ ❊①♣✷✮❝♦ ❡♣♦♥❞ ♦ ❤❡❡①♣❡✐♠❡♥❛✐♦♥✇✐❤❛ ❡♦❢
901✐♠❛❣❡❡①❛❝❡❞❢♦♠❚❡①❉❛❛❡■■✭❡♣✳ ❛ ❡♦❢1,065✐♠❛❣❡❡①❛❝❡❞
❢♦♠❚❡①❉❛❛❡■■❛♥❞✉✐♥❣❛❞✐❝✐♦♥❛②✮✳❆ ❤♦✇♥✐♥❛❜❧❡✻✳✷✱❤❡❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐
♠❡❤♦❞❛❝❤✐❡✈❡ ✉♥❛✐❢❛❝♦②❡✉❧ ♦♥✏❝❡♥❡✑❡① ✇✐❤♣♦♦ ✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡✱❧♦✇❡❤❛♥♦❤❡♠❡❤♦❞✳❚❤✐♣❡❢♦♠❛♥❝❡❝❛♥❜❡❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②❛♥♦✈❡✜✐♥❣
♣♦❜❧❡♠❤❛✇❛ ♥♦✐❝❡❞❞✉✐♥❣❤❡ ❛✐♥✐♥❣♣❤❛❡✐♥❝❡❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡♦♥ ❤❡❡
✻✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✾✼
❡❝♦❡♣♦♥❞ ♦❛❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢❛❜♦✉98%♦♥❤❡ ❛✐♥✐♥❣❡①❛♠♣❧❡✳
❖✉ ❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❛♣♣♦❛❝❤✇❛ ❛❧♦❝♦♠♣❛❡❞ ♦♦✉ ✇♦♣❡✈✐♦✉ ♣♦♣♦❡❞
❝❤❡♠❡✱✐✳❡✳✱❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❛♥❞♦✉ ✜ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡♦♥❡✳ ❚❛❜❧❡✻✳✸
♣❡❡♥ ❤❡❡✉❧ ♦❢❤✐❝♦♠♣❛✐♦♥✳
❊①♣❡✐♠❡♥ ❝❛✐❡❞♦✉♦♥❚❡①❉❛❛❡■❤♦✇ ❤❛ ❤♦✉❣❤ ❤✐ ❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐
♠❡❤♦❞❞♦❡ ♥♦ ✐♥❝♦♣♦❛❡❛♥②❧✐♥❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✭♥♦❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧❛♥❞♥♦
❞✐❝✐♦♥❛②✮✱✐♦✉♣❡❢♦♠ ❜♦❤♦✉ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❛♥❞✜ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡
❛♣♣♦❛❝❤❡✭❤❛✐♥❡❣❛❡❤❡❡✇♦❧✐♥❣✉✐ ✐❝❝♦♠♣♦♥❡♥✮❜②❛❜♦✉ ❡♣❡❝✐✈❡❧②2%
❛♥❞4%♦❢❝❤❛❛❝❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳❚❤✐♣♦✈❡ ❤❡❛❜✐❧✐②♦❢❤✐♠❡❤♦❞♦❛✈♦✐❞
❤❡❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣❛♥❞❛ ❤❡❛♠❡✐♠❡♦♦❜❛✐♥❣♦♦❞♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳
❚❤❡❢❛❝ ❤❛ ❤❡✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡♦❢❤✐♠❡❤♦❞✐ ❧✐❣❤❧②❧♦✇❡ ❤❛♥❤❡♦♥❡
♦❜❛✐♥❡❞✇✐❤ ❤❡♣♦♣♦❡❞❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❛♣♣♦❛❝❤❝❛♥❜❡❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②❤❡
♠✐ ✐♥❣♣❛❝❡❡ ♦ ❞❡❝✐❜❡❞❜❡❢♦❡✱❛♥❞❛❧♦❤❡✉❡♦❢❛❞✐❝✐♦♥❛②✐♥❤❡❧❛ ❡✳
❘❡❣❛❞✐♥❣❡①♣❡✐♠❡♥♦♥❢✉❧❚❡①❉❛❛❡■■✱❛❡①♣❧❛✐♥❡❞❜❡❢♦❡❢♦❊①♣✶❛♥❞❊①♣✷✱
✇❡♥♦✐❝❡♣♦♦♣❡❢♦♠❛♥❝❡❝♦ ❡♣♦♥❞✐♥❣ ♦❧♦✇❡❝❤❛❛❝❡❛♥❞✇♦❞ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥
❛❡ ❤❛♥ ❤♦❡♦❢♦❤❡ ♣♦♣♦❡❞❖❈❘✳ ❇❡✐❞❡ ❤❡♦✈❡✜✐♥❣♣♦❜❧❡♠✱ ❤❡❡
❡✉❧ ❝❛♥❜❡❡①♣❧❛✐♥❡❞❜②❡✈❡❛❧❢❛❝✿
•❋✐ ✱❤❡❛❜❡♥❝❡♦❢❤❡❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧ ❤❛ ❤❛ ♣❡♠✐ ❡❞♦✐♠♣♦✈❡ ❤❡
✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡❜②+21%✐♥❤❡❝❛❡♦❢❤❡✜ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘✳
❚②♣✐❝❛❧②✱ ❤♦✉❣❤❤❡❇▲❙❚▼♠♦❞❡❧✐♥❝♦♣♦❛❡ ♦♠❡❧✐♥❣✉✐✐❝❝♦♥❡①✭✈✐❛
❤❡♣❛ ❛♥❞❢✉✉❡❝♦♥❡①✮✱❤✐✐♥❢♦♠❛✐♦♥❡♠❛✐♥♣♦♦❝♦♠♣❛❡❞♦❤❡
♦♥❡♣♦✈✐❞❡❞❜②❛❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧ ❛✐♥❡❞♦♥❛♥✐♠♣♦❛♥❝♦♣✉✳
•❙❡❝♦♥❞✱❤❡❛❜❡♥❝❡♦❢❛♥②❞✐❝✐♦♥❛②❤❛❛❧♦✇ ♦❡♠♦✈❡♦♠❡❡♦✳❊①♣✷
♣❡❡♥❡❞✐♥❛❜❧❡✻✳✷❞❡♠♦♥ ❛❡ ❤❡✉✐❧✐②♦❢❛❞✐❝✐♦♥❛②❤❛❡♥❛❜❧❡♦✉
❛♣♣♦❛❝❤♦❛❝❤✐❡✈❡❛❢❛❜❡❡✇♦❞❡❝♦❣♥✐✐♦♥❛❡✳
•❚❤✐❞✱ ❤❡❛❜❡♥❝❡♦❢❤❡ ❲❈❈♦♥✈◆❡ ✇❤♦❡❛❦✱✐♥❝❤❛♣❡✺✱❝♦♥✐❡❞✐♥
❝❧❛✐❢②✐♥❣✇✐♥❞♦✇ ✐♥♦✈❛❧✐❞❝❤❛❛❝❡ ♦✏❣❛❜❛❣❡✑✳■♥❞❡❡❞✱✇❤❡♥❝❛♥♥✐♥❣
✏❝❡♥❡✑❡① ✭❤❛♦❢❡♥♣❡❡♥ ❡✐♦✉❞✐ ♦✐♦♥✮✱❡✈❡❛❧♠✐❛❧✐❣♥❡❞✇✐♥❞♦✇
❤❛ ❝❛♥❜❡❝♦♥❢✉❡❞✇✐❤✈❛❧✐❞❝❤❛❛❝❡ ❛❡❡♣❡❡♥❡❞❜②❢❡❛✉❡✈❡❝♦
✐♠✐❧❛ ♦❤♦❡♦❢✈❛❧✐❞❝❤❛❛❝❡✳ ❲❤❡♥❤❡❡❝♦♥❢✉✐♦♥❛❡♣❡❡♥❡❞♦
❤❡❇▲❙❚▼♥❡✇♦❦✇✐❤♦✉❛♥②✜❧❡✐♥❣ ❡♣✱❡✈❡❛❧❛♠❜✐❣✉✐✐❡❝❛♥❤✉❜❡
♣♦❞✉❝❡❞❧❡❛❞✐♥❣♦♣♦♦ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡✳ ❖♥❡ ♦❧✉✐♦♥♦❤✐ ✐✉❡
❝♦✉❧❞❜❡❤❡✐♥❝♦♣♦❛✐♦♥♦❢❤❡ ❲❈❈♦♥✈◆❡❢❡❛✉❡✐♥♦✉❛♣♣♦❛❝❤✳
✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉✐♦♥
■♥❤✐❝❤❛♣❡✱✇❡❤❛✈❡♣❡❡♥❡❞❛❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❛♣♣♦❛❝❤♣❡❝✐✜❝❛❧②❞❡✐❣♥❡❞❢♦
❤❡ ❡❝♦❣♥✐✐♦♥♦❢❡① ✐♥✐♠❛❣❡♦✈✐❞❡♦✳ ❚❡①✐♠❛❣❡❛❡✜ ❝❛♥♥❡❞❛✈❛✐✲
♦✉ ❝❛❧❡✳ ❘❡✉❧✐♥❣❧✐❞✐♥❣✇✐♥❞♦✇❛❡❤❡♥✉❡❞♦❣❡♥❡❛❡✈❡❝♦ ♦❢❢❡❛✉❡
✾✽ ❈❍❆ ❚❊❘✻✳ ❚❍❊❘❊❈❯❘❘❊◆❚❈❖◆◆❊❈❚■❖◆■❙❚❆ ❘❖❆❈❍
❚❛❜❧❡✻✳✸✿❈♦♠♣❛✐♦♥♦❢❤❡❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐❖❈❘ ♦♣❡✈✐♦✉♣♦♣♦❡❞♦♥❡♣❡❡♥❡❞
✐♥❝❤❛♣❡ ✹❛♥❞✺✿❘❘♠❡❛♥❘❡❝♦❣♥✐✐♦♥❘❛❡✳
❚❡①❉❛❛❡■ ❚❡①❉❛❛❡■■❖❈❘ ② ❡♠ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘ ❈❤❛❛❝❡❘❘ ❲♦ ❞❘❘
❈♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❖❈❘ ✾✼✳✸✺✪ ✽✼✳✷✵✪ ✺✻✳✹✹✪ ✶✽✳✻✵✪
❙❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❢❡❡❖❈❘ 93.55% 81.32% 70.33% 46.72%
❙❡❣♠❡♥❛✐♦♥✲❜❛❡❞❖❈❘ 95.33% 87.83% 65.33% 41.19%
❧❡❛♥ ✇✐❤❛❈♦♥✈◆❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣❛♣❛✐❝✉❧❛ ❡❝✉❡♥♥❡✉❛❧♥❡✇♦❦✖♥❛♠❡❧②
❛❇▲❙❚▼✖❛♥❞❛❝♦♥♥❡❝✐♦♥✐ ❡♠♣♦❛❧❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥✱❛❝❧❛✐✜❝❛✐♦♥♠♦❞❡❧✐♣❡✲
❢♦♠❡❞ ♦❞❡❛❧✇✐❤❣❡♥❡❛❡❞❡✉❡♥❝❡ ♦❢❧❡❛♥❢❡❛✉❡❛♥❞♦❞✐❡❝❧②❧❡❛♥ ♦
❡❝♦❣♥✐③❡❡①✳
❖✉ ❡①♣❡✐♠❡♥ ❤❛✈❡✜ ❝♦♠♣❛❡❞❧❡❛♥ ❢❡❛✉❡ ♦❤❛♥❞✲❝❛❢❡❞♦♥❡❛♥❞
❤♦✇♥❤❛♣♦♣♦❡❞♦♥❡②✐❡❧❞❤❡❜❡ ♣❡❢♦♠❛♥❝❡❜♦❤♦♥✏❝❛♣✐♦♥✑❛♥❞✏❝❡♥❡✑
❡①✳ ❚❤❡❡❡✉❧ ❡♠♣❤❛✐③❡♦♥❡❝♦♥✐❜✉✐♦♥♦❢❤✐ ♠❡❤♦❞✱✇❤✐❝❤❧✐❡ ✐♥❤❡
♥♦✈❡❧❡♣❡❡♥❛✐♦♥♦❢❡①✐♠❛❣❡❣❡♥❡❛❡❞✇✐❤❢❡❛✉❡❧❡❛♥✇✐❤❛♥❡✉❛❧✲❜❛❡❞
♠♦❞❡❧✳
❖✉ ❝♦♠♣❧❡❡❖❈❘✇❛❛❧♦❡✈❛❧✉❛❡❞♦♥❛✏❝❛♣✐♦♥✑❡① ❞❛❛❡❛♥❞♦❜❛✐♥❡❞
♣♦♠✐✐♥❣❡✉❧ ✭❡①❝❡❡❞✐♥❣97%♦❢❝❤❛❛❝❡ ❛♥❞87%♦❢✇♦❞❝♦❡❝❧②❡❝♦❣♥✐③❡❞
✇✐❤♦✉ ❛♥②❧✐♥❣✉✐✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱✐✳❡✳✱♥❡✐❤❡ ❛❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧♥♦❛❞✐❝✐♦♥❛②✮✱
♦✉♣❡❢♦♠✐♥❣ ❛❡✲♦❢✲❤❡✲❛ ♠❡❤♦❞ ❛♥❞❝♦♠♠❡❝✐❛❧❖❈❘✳ ❚❤✐♣❡❢♦♠❛♥❝❡
❞❡♠♦♥ ❛❡✜ ❤❡❛❜✐❧✐②♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞♠❡❤♦❞♦♠❛❦❡✉❡♦❢❧❡❛♥❢❡❛✉❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡✭❞✉❡♦❤❡❇▲❙❚▼✬ ❡❝✉❡♥❝♦♥♥❡❝✐♦♥✮✱❛♥❞❡❝♦♥❞❧②✐ ❝❛♣❛❝✐②
♦❛✈♦✐❞❤❡❞✐✣❝✉❧❝❤❛❛❝❡ ❡❣♠❡♥❛✐♦♥ ❡♣❜②♠♦❞❡❧✐♥❣✭✈✐❛❤❡❈❚❈✮❤❡❧✐♥❦
❜❡✇❡❡♥♥♦♥✲❡❣♠❡♥❡❞❡✉❡♥❝❡ ♦❢✐♥♣✉ ❛♥❞❤❡ ❡❝♦❣♥✐③❡❞❡①✳ ❊①♣❡✐♠❡♥
❤❛❤❛✈❡❜❡❡♥❝❛✐❡❞♦✉♦♥❛✏❝❡♥❡✑❡① ❞❛❛❡ ❤♦✇❡❞❛♣♦❜❧❡♠♦❢❣❡♥❡❛❧✐③❛✲
✐♦♥❛♥❞❤✐❣❤❧✐❣❤❡❞❤❡✉❡❢✉❧♥❡ ♦❢❤❡❧✐♥❣✉✐ ✐❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❛❜❡♥✐♥❤✐ ②❡♠✳
❆ ❡♠❡❞②❝♦✉❧❞❜❡❛♥✐♥❡❣❛✐♦♥♦❢❛❧❛♥❣✉❛❣❡♠♦❞❡❧✱❛❢♦❤❡❛♣♣♦❛❝❤❡❞❡❝✐❜❡❞
✐♥❝❤❛♣❡ ✹❛♥❞✺✳
❈❤❛♣❡✼
❈♦♥❝❧✉✐♦♥❛♥❞♣❡ ♣❡❝✐✈❡
❚❤✐ ❤❡✐❛❞❞❡❡ ❤❡✐ ✉❡♦❢❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✐♥♠✉❧✐♠❡❞✐❛❞♦❝✉♠❡♥✳❚❤❡❛✐♠
♦❢❤✐ ❛❦✐ ♦❡①❛❝ ❤❡ ❡①✉❛❧❝❧✉❡ ♣❡❡♥✐♥✐♠❛❣❡❛♥❞✈✐❞❡♦✐♥♦❞❡ ♦
♣♦✈✐❞❡✉❡❢✉❧✐♥❢♦♠❛✐♦♥♦❢❛❝✐❧✐❛❡❝♦♥❡♥❛♥❛❧②✐❛♥❞✉♥❞❡ ❛♥❞✐♥❣✳
■♥❤✐ ✇♦❦✱✇❡❤❛✈❡❢♦❝✉❡❞♦♥❤❡♣♦❜❧❡♠♦❢❡① ❡❝♦❣♥✐✐♦♥✐♥✐♠❛❣❡❛♥❞
✈✐❞❡♦❛♥❞♣♦♣♦❡❞♦❛❞❞❡ ❛❧ ❤❡ ❡♣✐♥✈♦❧✈❡❞✐♥❤✐ ❛❦✳ ❖✉❣♦❛❧✇❛ ♦
❞❡✐❣♥♥♦✈❡❧❡✣❝✐❡♥❖❈❘ ②❡♠❛❜❧❡♦❞❡❛❧✇✐❤❜♦❤✏❝❛♣✐♦♥✑❛♥❞✏❝❡♥❡✑❡①
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Résumé
Les travaux de cette thèse portent sur la reconnaissance des 
indices textuels présents dans des images et des vidéos. Dans 
ce cadre, nous avons conçu des prototypes d'OCR (optical 
character recognition) capables de reconnaître tant des textes 
incrustés que des textes de scène acquis n'importe où au sein 
d'images ou de vidéos (sur des panneaux, des banderoles, des 
affiches...). Nous nous sommes intéressée à la définition 
d'approches robustes à la variabilité des textes (fonte, couleur, 
taille...) et aux conditions d'acquisition (fond complexe, 
occlusion, luminosité non uniforme, faible résolution...). Plus 
précisément, nous avons proposé deux types de méthodes 
dédiées à la reconnaissance de texte : 
 - une approche fondée sur une segmentation en caractères qui 
recherche des séparations non linéaires entre les caractères 
adaptées à la morphologie de ces derniers ; 
 - deux approches se passant de la segmentation en intégrant 
un processus de scanning multi-échelles ; la première utilise un 
modèle de graphe pour reconnaître les textes tandis que la 
seconde intègre un modèle connexionniste récurrent 
spécifiquement développé pour gérer les contraintes spatiales 
entre les caractères reconnus. 
Outre les originalités liées à chacune des approches, deux 
contributions supplémentaires de ce travail de thèse résident 
dans la définition d'une reconnaissance de caractères fondée 
sur un modèle de classification neuronale et l'intégration de 
certaines connaissances linguistiques permettant de tirer profit 
du contexte lexical. 
  
Les différentes méthodes conçues ont été évaluées sur deux 
bases de documents : une  base de textes incrustés dans des 
vidéos et une base publique de textes de scène (base ICDAR 
2003). Les expérimentations menées ont permis de montrer la 
robustesse des approches et de comparer leurs performances 
à celles de l'état de l'art, mettant ainsi en évidence les 
avantages et les limites de chaque méthode. 
Mots-clés : Reconnaissance de texte, reconnaissance de 
caractères, segmentation, réseau de neurones, modèle de 
langue, scanning multi-échelles, modèle de graphe, 
classification connexionniste
N° dordre : 13ISAR 13 / D13 - 13 
Abstract
This thesis focuses on the recognition of textual clues in images 
and videos. In this context, OCR (optical character recognition) 
systems, able to recognize caption texts as well as natural 
scene texts captured anywhere in the environment have been 
designed. Novel approaches, robust to text variability (different 
fonts, colors, sizes, etc.) and acquisition conditions (complex 
background, non uniform lighting, low resolution, etc.) have 
been proposed. In particular, two kinds of methods dedicated to 
text recognition are provided: 
- A segmentation-based approach that computes nonlinear 
separations between characters well adapted to the local
morphology of images; 
- Two segmentation-free approaches that integrate a multi-scale 
scanning scheme. The first one relies on a graph model, while 
the second one uses a particular connectionist recurrent model 
able to handle spatial constraints between characters. 
In addition to the originalities of each approach, two extra 
contributions of this work lie in the design of a character 
recognition method based on a neural classification model and 
the incorporation of some linguistic knowledge that enables to 
take into account the lexical context. 
The proposed OCR systems were tested and evaluated on two 
datasets: a caption texts video dataset and a natural scene 
texts dataset (namely the public database ICDAR 2003). 
Experiments have demonstrated the efficiency of our 
approaches and have permitted to compare their performances 
to those of state-of-the-art methods, highlighting their 
advantages and limits. 
Keywords: Text recognition, character recognition, 
segmentation, neural network, language model, multi-scale 
scanning, graph model, connectionist classification 
